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ВВССТТУУПП  

Математична фізика розвивалася з часів Ньютона паралельно з розвитком фізики і математики. В кі-
нці XVII ст. було відкрито диференціальне та інтегральне числення та сформульовані основні закони класи-
чної механіки і закон всесвітнього тяжіння. У XVIII ст. методи математичної фізики почали формуватись 
при вивченні коливань струн і стержнів, а також задач, пов’язаних з акустикою і гідродинамікою. В XIX ст. 
ідеї математичної фізики отримали новий розвиток у зв’язку з задачами теплопровідності, дифузії, пружнос-
ті, оптики, електродинаміки, нелінійними хвильовими процесами і т.п. У XX ст. в математичну фізику 
включаються задачі квантової фізики і теорії відносності, а також нові проблеми газової динаміки, перене-
сення частинок і фізики плазми. 

Математичне моделювання та дослідження на цій основі різноманітних фізичних процесів часто зво-
дяться до задач для диференціальних рівнянь з частинними похідними першого та другого порядків, які тра-
диційно є предметом навчального курсу “Рівняння математичної фізики”. Основними математичними засо-
бами дослідження таких задач служать теорія диференціальних рівнянь, теорія функцій, функціональний 
аналіз, обчислювальна математика. При цьому, серед задач математичної фізики виділяється важливий клас 
коректно поставлених задач, тобто задач, для яких існує єдиний розв’язок, що неперервно залежить від да-
них задачі. Хоча такі вимоги здаються на перший погляд абсолютно природними, але їх, незважаючи на це, 
необхідно доводити в рамках прийнятої математичної моделі. Доведення коректності – це перша апробація 
моделі: модель несуперечлива (розв’язок існує), модель однозначно описує фізичний процес (розв’язок єди-
ний), модель мало чутлива до неточностей виміру фізичних величин (розв’язок неперервно залежить від да-
них задачі). 

Даний навчально-методичний посібник призначений для забезпечення і підтримки самостійної робо-
ти над курсом “Рівняння математичної фізики”, типовим для студентів освітнього напряму “Прикладна ма-
тематика”, спеціалізація яких передбачає навички з моделювання фізичних процесів. 

Посібник складається з трьох частин. В першій наведено основні теоретичні відомості курсу; в другій 
– приклади розв’язання типових задач та завдання для самостійних і контрольних робіт. В третій частині по-
сібника наведено авторські приклади застосування чисельних та чисельно-аналітичних методів математич-
ної фізики для моделювання фізичних полів в задачах механіки суцільного середовища, що може стати ос-
новою для написання студентських наукових робіт. 
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ЧЧААССТТИИННАА  11  

ООССННООВВННІІ  ТТЕЕООРРЕЕТТИИЧЧННІІ  ВВІІДДООММООССТТІІ  ККУУРРССУУ  РРІІВВННЯЯННЬЬ  ММААТТЕЕММААТТИИЧЧННООЇЇ  ФФІІЗЗИИККИИ  

1. Постановка задач для рівнянь з частинними похідними 

1.1. Диференціальні рівняння з частинними похідними 1-го порядку 

1.1.1. Основні поняття та визначення рівнянь з частинними похідними 
Розглянемо функцію z, що залежить від кількох змінних: ( )2,...,, 21 ≥nxxx n . 
Нетотожне співвідношення, що містить шукану функцію, незалежні змінні та частинні похідні від 

шуканої функції, називається рівнянням з частинними похідними. У загальному випадку його можна подати 
у вигляді: 

2 2

1 2 21 1 21 1
, , , ..., , , ..., , , , ..., , ... 0

k

n kn

z z z z zF z x x x
x x x xx x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  =
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

. 

Порядок k старшої частинної похідної, що входить до рівняння, називається порядком рівняння з час-
тинними похідними. Задача розв’язання або інтегрування рівняння з частинними похідними у класичному 
розумінні полягає у знаходженні його розв’язків – k-разів неперервно-диференційовних функцій, які при пі-
дстановці в дане рівняння замість невідомої функції і її частинних похідних перетворюють його у тотож-
ність за незалежними змінними.  

Найбільш загальне рівняння з частинними похідними першого порядку з n незалежними змінними 
може бути записано у вигляді: 

0,...,,,,...,,,
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






∂
∂

∂
∂

∂
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n x

z
x
z

x
zxxxzF . (1.1) 

Природно чекати нескінченної кількості розв’язків цього рівняння, оскільки звичайні диференціальні 
рівняння можна формально вважати частинним випадком рівнянь з частинними похідними з числом неза-
лежних змінних 1=n , але, як відомо, звичайне диференціальне рівняння за звичай має нескінченну множину 
розв’язків. 

Розглянемо рівняння з частинними похідними першого порядку з двома незалежними змінними x і y, 
яке не містить похідної по y: 

0,,, =







∂
∂
x
zzyxF . (1.2) 

До цього рівняння входить тільки частинна похідна xz ∂∂ . Тому таке рівняння можна розглядати як 
звичайне диференціальне рівняння з шуканою функцією z і незалежною змінною х, а  у розглядати в якості 
параметра. Нехай його загальний розв’язок є  

( )Cyxz ,,ϕ= . (1.3) 
Для того, щоб вираз (1.3) був розв’язком рівняння (1.2), необхідно й досить, щоб С було сталим відносно х; 
отже, воно може бути будь-якою функцією від у, і ми дістанемо “найзагальніший” розв’язок рівняння з час-
тинними похідними (1.2), якщо підставимо замість С довільну функцію ( )yψ : 

( )( )yyxz ψϕ= ,, . (1.4) 
Отже, загальний розв’язок рівняння з частинними похідними першого порядку виду (1.2) має одну до-

вільну функцію. 
Нагадаємо, що в теорії звичайних диференціальних рівнянь критерієм загальності розв’язку була 

можливість дістати з нього усі частинні розв’язки. При цьому частинний розв’язок був означений як 
розв’язок, що задовольняє початкові умови Коші (теорема існування стверджувала існування таких 
розв’язків та їх однозначну визначеність початковими даними). Природно і для рівнянь з частинними похід-
ними ввести такі додаткові умови, які однозначно визначили б частинний розв’язок. Такими додатковими 
умовами є початкові умови Коші. Для одного рівняння m-го порядку, розв’язаного відносно однієї з стар-
ших похідних, вигляду 
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 (1.5) 

початкові умови мають вигляд: при 0
11 xx =  
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( ) ( ) ( )nmm

m

nn xx
x

zxx
x
zxxz ,...,,...,,...,,,..., 211

1

1

21
1

20 −−

−
ϕ=

∂

∂
ϕ=

∂
∂

ϕ= , (1.6) 

де 110 ,..., −ϕϕϕ m  – деякі задані функції. При цьому задача Коші полягає у знаходженні розв’язку рівняння 
(1.5), яке задовольняє умови (1.6). 

Для рівняння першого порядку, припускаючи, що воно розв’язане відносно однієї з частинних похід-
них, наприклад, 1xz ∂∂ : 









∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

n
n x

z
x
zzxxxf

x
z ,...,,,,...,,

2
21

1
, (1.7) 

задачу Коші формулюють так: знайти розв’язок ( )nxxxz ,...,, 21Φ=  рівняння (1.7), який при даному початко-
вому значенні 1x  перетворюється в задану функцію решти незалежних змінних: при 

( )nxxxzxx ,...,,, 32
0
11 ϕ== . 

У випадку двох незалежних змінних задача інтегрування рівняння з частинними похідними, а також 
умови Коші допускають просту геометричну інтерпретацію. Наприклад, розглянемо рівняння першого по-
рядку: 

0,,,, =







∂
∂

∂
∂

y
z

x
zzyxF , (1.8) 

або, краще, розв’язане відносно однієї частинної похідної: 









∂
∂

=
∂
∂

y
zzyxf

x
z ,,, . (1.9) 

Тоді, розв’язок ( )yxz ,Φ=  рівняння (1.8) або (1.9) визначить в координатному просторі ( )zyx ,,  деяку поверх-
ню, яку називатимемо інтегральною поверхнею рівняння (1.8) або (1.9). Дотична площина до цієї поверхні у 
точці ( )zyx ,,  описується рівнянням: 

( ) ( )yY
y

xX
x

zZ −
∂
Φ∂

+−
∂
Φ∂

=− , 

де X, Y, Z – біжучі координати, x∂Φ∂  і y∂Φ∂  – кутові коефіцієнти дотичної площини. Таким чином, рів-
няння (1.8) визначає співвідношення між координатами x, y, z точки шуканої інтегральної поверхні і куто-
вими коефіцієнтами дотичної площини до поверхні у цій точці. 

Умови Коші для рівняння (1.9) запишуться наступним чином: 
( )yzxx ϕ== ,0 . (1.10) 

Рівняння (1.10) описують криву у просторі. Отже, задача Коші полягає у знаходженні інтегральної поверхні, 
що проходить через криву (1.10). 

Якщо рівняння дано у більш симетричній формі (1.8), то узагальнена задача Коші така: знайти інтег-
ральну поверхню рівняння (1.8), що проходить через задану криву: 

( ) ( ) ( )tztytx χ=ψ=ϕ= ,, . (1.11) 
При такій постановці задача Коші стає невизначеною для деяких кривих (1.11), оскільки через деякі криві 
проходить нескінченна множина інтегральних поверхонь. Ці особливі криві називаються характеристиками 
і відіграють першорядну роль в теорії інтегрування рівнянь з частинними похідними. 

1.1.2. Лінійне однорідне рівняння з частинними похідними першого порядку 
Означення. Рівняння вигляду  

[ ] 0...
2

2
1

1 =
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

≡
n

n x
fX

x
fX

x
fXfX , (1.12) 

де nXXX ,...,, 21  – дані функції незалежних змінних nxxx ,...,, 21 , а f  – шукана функція, називається лінійним 
однорідним рівнянням з частинними похідними. 

Розв’язком рівняння (1.12) є довільна неперервно диференційована функція від nxxx ,...,, 21 , яка при 
підставленні у рівняння (1.12) перетворює його у тотожність. 

Запишемо поряд з диференціальним рівнянням з частинними похідними (1.12) систему звичайних 
диференціальних рівнянь (яку називають відповідною рівнянню (1.12)): 

n

n
X
dx

X
dx

X
dx

=== ...
2

2

1

1 . (1.13) 

Зауважимо, що задачі інтегрування рівняння (1.12) і системи (1.13) в певному сенсі є еквівалентними. 
А саме, в теорії диференціальних рівнянь (див., наприклад, [20,21]) доводиться теорема про те, що функція 

1 1 2 2 1 2 1 1 2( ( , , ..., ), ( , , ..., ), ..., ( , , ..., ))n n n nf x x x x x x x x x−= Φ ψ ψ ψ , де Φ  – довільна неперервно диференційовна фун-
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кція своїх аргументів, є розв’язком рівняння (1.12) тоді і тільки тоді, коли 1 1 2 1( , , ..., )nx x x Cψ = ; 

2 1 2 2( , , ..., )nx x x Cψ = , ... , 1 1 2 1( , , ..., )n n nx x x C− −ψ =  (де 1C , 2C , ... , 1nC −  – константи) є лінійно незалежними пе-
ршими інтегралами системи (1.13).  

Задача Коші для лінійного рівняння з частинними похідними першого порядку з n незалежними змін-
ними формулюється так: знайти розв’язок ( )nxxxf ,...,, 21  рівняння (1.12) такий, що 

( ) ( )121
0

121 ,...,,,,...,, −− ϕ= nnn xxxxxxxf , (1.14) 

де 0
nx  – задане число, ( )121 ,...,, −ϕ nxxx  – задана неперервно диференційовна функція своїх аргументів. 

Припустимо, що ϕ  визначена в деякому околі точки ( )0
1

0
2

0
1 ,...,, −nxxx , яка не є особливою для системи 

(1.13). Тоді система рівнянь: 
( )
( )
( )










ψ=ψ

ψ=ψ
ψ=ψ

−−−

−

−

,,,...,,
...............

,,,...,,
,,,...,,

1
0

1211

2
0

1212

1
0

1211

nnnn

nn

nn

xxxx

xxxx
xxxx

 (1.15) 

де iψ  є незалежні інтеграли системи (1.13), а 121 ,...,, −ψψψ n  – нові змінні, може бути розв’язана в околі точ-

ки ( )00
2

0
1 ,...,, nxxx  відносно 121 ,...,, −nxxx .  

Нехай відповідні розв’язки мають вигляд: 
1 1 1 2 1

2 2 1 2 1

1 1 1 2 1

( , , ..., ),
( , , ..., ),

( , , ..., ).

n

n

n n n

x
x

x

−

−

− − −

= ω ψ ψ ψ
 = ω ψ ψ ψ



= ω ψ ψ ψ


 (1.16) 

При цьому, коли iψ  набувають значень ( )00
2

0
1

0 ,...,, nii xxxψ=ψ  відповідні функції набувають значень 

( )1,...,2,10 −= nixi . Тоді шуканий розв’язок рівняння (1.12), що задовольняє початкову умову (1.14), має ви-
гляд: 

( ) ( ) ( )[ ]111112111 ,...,,...,,...,,,..., −−−− ψψωψψωψψωϕ= nnnnf . (1.17) 

Приклад. Знайти розв’язок рівняння 0...
2

2
1

1 =
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

n
n x

fx
x
fx

x
fx  за умови: 2 2

2 1 1| ...
nx nf x x= −= + + . Запи-

шемо відповідну систему звичайних диференціальних рівнянь: 
n

n
x

dx
x

dx
x

dx
=== ...

2

2

1

1 . Незалежною системою її 

перших інтегралів є ( )0,, 1
1

2
2

1
1 ≠=== −

−
nn

n

n

nn
xC

x
xC

x
xC

x
x . Звідси одержимо загальний розв’язок даного рівнян-

ня 11 2, , ..., n

n n n

xx xf x x x
− = Φ  

 
, де Φ  – довільна неперервно диференційовна функція. Поклавши тут 2nx =  та 

врахувавши задану умову, матимемо: 11 22 2
1 1... , , ...,2 2 2

n
n

xx xx x −
−

 + + = Φ  
 

. Ввівши далі заміну 1
12

x
= ψ , ..., 

1
12

n
n

x −
−= ψ  ( 1 12x = ψ ,..., 1 12n nx − −= ψ ), знайдемо функцію Φ , а саме: 2 2

1 1 1 1( , ..., ) 4( ... )n n− −Φ ψ ψ = ψ + + ψ , визна-

чену при довільних значеннях 1 1, ..., n−ψ ψ . Тоді, прийнявши 1
1

n

x
xψ = , ..., 1

1
n

n
n

x
x

−
−ψ = , отримаємо розв’язок 

вихідної задачі Коші: ( )2 2
1 12

4 ... n
n

f x xx −= + + . 

1.1.3. Квазілінійне неоднорідне рівняння з частинними похідними першого порядку 
Означення. Квазілінійними неоднорідними рівняннями з частинними похідними першого порядку 

називають рівняння виду 

R
x
zP

x
zP

x
zP

n
n =

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂ ...

2
2

1
1 , (1.18) 

де RPPP n,,...,, 21  – неперервно диференційовні функції від zxxx n,,...,, 21 . Відповідні лінійні однорідні рівнян-
ня (1.12) є частинним випадком рівнянь типу (1.18), коли права частина 0≡R  і коли коефіцієнти nPPP ,...,, 21  
при похідних не залежать від шуканої функції. 

Рівняння типу (1.18) може бути зведено до однорідного рівняння наступним чином. Шукатимемо фу-
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нкцію z від незалежних змінних nxxx ,...,, 21 , що задовольняє рівняння (1.18) – у неявному вигляді: 
( ) 0,...,,, 21 =nxxxzV , (1.19) 

так що шуканою функцією буде V. 
Із співвідношення (1.19) визначаємо значення частинних похідних 

( )ni
z

V
x

V

x
z i

i
,...,2,1=

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂ . 

Підставляючи ці вирази у рівняння (1.18) та помноживши обидві частини на z
V

∂
∂  (припускаємо, 

звичайно, що цей множник не дорівнює тотожно нулеві), після перенесення усіх членів у ліву частину, 
отримаємо співвідношення: 

0...
2

2
1

1 =
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

z
VR

x
VP

x
VP

x
VP

n
n . (1.20) 

Зазначимо, що при такому перетворенні накладаються додаткові обмеження, коли вимагається, щоб 
співвідношення (1.20) справджувалося тотожно відносно zxxx n,,...,, 21 , а тому не можна стверджувати, що 
зазначеним способом ми дістанемо усі розв’язки рівняння (1.18). 

Запишемо систему звичайних диференціальних рівнянь, що відповідає лінійному рівнянню з частин-
ними похідними (1.20): 

R
dz

P
dx

P
dx

P
dx

n

n ==== ...
2

2

1

1 . (1.21) 

Ця система n рівнянь має n незалежних перших інтегралів, нехай це будуть 
( )
( )

( )


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
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−− ,,...,,,
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n

Cxxxz

Cxxxz
Cxxxz

 (1.22) 

Тоді загальний розв’язок рівняння (1.20) має вигляд 
[ ]110 ,...,, −ψψψΦ= nV . (1.23) 

де Φ  – довільна диференційована функція. З попереднього випливає, що рівняння 
[ ] 0,...,, 110 =ψψψΦ −n  (1.24) 

визначає (якщо задовольняються умови теореми про неявну функцію) z як функцію від nxxx ,...,, 21 , причому 
ця функція задовольняє дане рівняння (1.18). 

Приклад. Знайти розв’язок рівняння 
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n
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∂ ...

2
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1
1 , 

де m – стале. 
Система звичайних диференціальних рівнянь, що відповідає цьому рівнянню з частинними похідни-

ми, має вигляд: 

mf
df

x
dx

x
dx

x
dx

n

n ==== ...
2

2

1

1 . 

Система перших інтегралів: 
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n
n

n
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C

x
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x
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x
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− ,,, 1
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2
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Тоді загальний розв’язок даного рівняння матиме вигляд 

0,,...,, 121 =









Φ −

m
nn

n

nn x
f

x
x

x
x

x
x , 

де Φ  –  довільна неперервно диференційовна функція. Розв’язуючи це рівняння відносно останнього аргу-
менту, а потім і відносно f, отримаємо 

11 2
1( , ..., ) , , ..., nm

n n
n n n

xx xf x x x x x x
− = Ψ  

 
, 

де Ψ  – довільна неперервно диференційовна функція. 

1.1.4. Приклади модельних задач для диференціальних рівнянь з частинними похідними 
першого порядку 

1. Рівняння конвективного переносу. Одним з часткових випадків рівняння (1.12) є рівняння виду:  
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0)( =+ϑ tx UUx , (1.25) 
яке описує процес конвективного переносу частинок вздовж додатного напрямку осі Ох. Тут U=U(x,t) – кон-
центрація частинок в точці x у момент часу t, )(xϑ  – швидкість їх перенесення (неперервно диференційовна 
функція, 0)( 0 >ϑ≥ϑ x ). 

Для знаходження загального розв’язку, запишемо відповідне звичайне диференціальне рівняння 

( ) 1
dx dt

x
=

ϑ
 та його перший інтеграл (загальний розв’язок)  f(x)–t=ρ, де ∫

ϑ
=

x

x
xdxf

0 )~(

~
)( . Тоді функція вигляду  

U(x,t)=Ф(f(x)–t), (1.26) 
де Ф(х) – довільна диференційовна функція, є загальним розв’язком рівняння (1.25).  

2. Задача Коші для нескінченного стержня (початкова задача). 
Задача Коші конвективного переносу (частинок) для нескінченного стержня формулюється так: 

знайти розв’язок рівняння 

0)( =
∂

∂
+

∂
∂

ϑ
t

U
x
Ux  (1.27) 

в області ( ){ }0,:, >+∞<<∞−= txtxG  при початковій умові   
U(x,0)=g(x). (1.28) 

Умова (1.28) характеризує початковий (t=0) розподіл концентрації частинок (U) вздовж даного стер-
жня, а рівняння (1.27) описує закон їх конвективного перерозподілу в наступні моменти часу (t>0). 

Зауважимо, що на дану початкову задачу Коші (1.27)–(1.28) можемо дивитися як на крайову задачу, 
яка полягає у знаходженні розв’язку рівняння (1.27) в області G при відомому його значенні на границі 

( ){ }0,:, =+∞<<∞−=∂ txtxG  даної області. 
При певних умовах, накладених на функцію  g(x), дана задача має єдиний розв’язок, який може бути 

отриманий наступним чином. Поклавши у формулі (1.26) t=0, матимемо: 
U(x,0)=Ф(f(x))=g(x).  
Позначимо  f(x)=τ. Оскільки функція f(x) є монотонно зростаючою та неперервно диференційовною 

(як визначений інтеграл зі змінною верхньою межею від строго додатно визначеної диференційовної функ-

ції), тоді обернена до неї функція )(1 τ−= fx  існуватиме та буде монотонно зростаючою і неперервно дифе-
ренційовною.  

Звідси знаходимо: 
))(()(Ф 1 τ=τ −fg , 

де τ – може набувати довільні значення. 
Поклавши тепер τ=f(x)–t, отримаємо, згідно з (1.26) розв’язок поставленої задачі Коші (1.27)–(1.28): 

)).)(((),( 1 txffgtxU −= −  (1.29) 
Дійсно, функція (1.29), як частковий випадок функції (1.26), задовольняє і рівняння (1.27), а поклавши 

в (1.29) t=0, матимемо:  
)()))((()0,( 1 xgxffgxU == − . 

Зауважимо, що уздовж кожної із характеристик рівняння (1.27) функція U має сталі значення. Дійсно, 
вздовж характеристики ( ) ρ=− txf  маємо: 

constfgtxffgtxU =ρ=−= −− ))(()))(((),( 11 . (1.30) 
Характеристика t=f(x), що про- ходить через початок коорди-

сім’ї характеристик при ρ=0 з нат  (0,0) (яка одержується із загальної 
урахуванням f(0)=0) є основною. Інші характеристики утворюються з 
неї шляхом паралельного зсуву (рис. 1.1). Зауважимо, що f(x) – час 
проходження частинки з точки 0~ =x  до точки xx =~ . 

З геометричної точки зору зада- ча Коші (1.27)-(1.28) полягає у 
побудові над півплощиною (t>0) площини точок (х,t) деякої по-
верхні, рівняння якої U=U(x,t) задо- вольняє диференціальне рів-
няння (1.27) і до якої належить крива U(x,0)=g(x). Зауважимо, що да-
на поверхня є лінійчатою, причому кожна із її твірних ліній утво-
рюється шляхом вертикального змі- щення відповідної характерис-
тики на величину ))(( xfg  (рис. 1.2). 

3. Задача Коші для напівнескі- нченного стержня (гранична 
задача) зводиться до знаходження розв’язку рівняння 
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Рис. 1.1. 
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Рис. 1.2. 
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0)( =
∂

∂
+

∂
∂

ϑ
t

U
x
Ux  (1.31) 

в області ( ){ }0,:, >+∞<<∞−= xttxG  при граничній умові 
( ) ( )tptU =,0 , +∞<<−∞ t  . (1.32) 

Аналогічно до попереднього, поклавши в загальному розв’язку рівняння (1.26) x=0, одержимо, з ура-
хуванням (1.32), що Ф(τ)=p(–τ), а звідси і розв’язок задачі Коші (1.31)–(1.32): 

U(x,t)=p(t–f(x)). (1.33) 

4. Кутова задача Коші (початково-гранична задачі) формулюється так: знайти розв’язок рівняння 

0)( =
∂

∂
+

∂
∂

ϑ
t

U
x
Ux  (1.34) 

в області ( ){ }0,0:, >>= txtxG  при умовах 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,,0;0,0, >=>= ttptUxxgxU . (1.35) 

Розв’язок даної задачі легко конструюється з розв’язків (1.29) та (1.33) попередніх двох задач, а саме: 






≥−
<−=

−

).()),((
);()),)(((),(

1

xftxftp
xfttxffgtxU  (1.36) 

Зауважимо, що якщо g(0)≠p(0), то розрив відповідної поверхні ма-
тиме місце і вздовж кутової характеристики t=f(x) (див. рис. 1.3). Якщо ж в 
точці (0,0) функції g(х)=p(х) узгоджені, але не достатньо, а саме g(0)=p(0), 
то відповідна поверхня U=U(x,t) буде неперервною, але, взагалі кажучи, 
негладкою (вздовж кутової характеристики можливий “рубець”). Для згла-
дження даного рубця необхідні у кутовій точці ще й умови на похідні фун-
кцій g(х) та p(х) (умови гладкості). 

 
 

1.2. Постановка типових задач математичної фізики 

1.2.1. Лінійна задача про поширення тепла 

Розглянемо однорідний стержень довжиною l, бічна поверхня якого теплоізольована. Вважатимемо, 
що стержень настільки тонкий, що в будь-який момент часу температуру у всіх точках поперечного перерізу 
можна було б вважати однаковою. Якщо кінці стержня підтримувати при сталих температурах u1 та u2, то, 

як відомо, вздовж стержня встановиться лінійний розподіл температури .)( 12
1 x

l
uuuxu −

+=  При цьому від 

більш нагрітого кінця стержня буде переходити тепло. Величина теплового потоку вважається додатною, 
якщо тепло протікає в сторону збільшення x.  

Ми будемо розглядати процес поширення температури в стержні. Цей процес у даному випадку буде 
описуватись функцією u(x,t), що представляє температуру в перерізі х в момент часу t. 

Процеси, які пов'язані з поширенням тепла, підкоряються наступним фізичним закономірностям. 
Закон Фур'є. Якщо температура тіла нерівномірна, то в ньому виникають теплові потоки, що направ-

лені з місць з більшою температурою в місця з більш низькою температурою. Кількість тепла, що перетікає 
за одиницю часу в напрямі осі х через переріз S, рівна: 

x
uSq

∂
∂

λ−= , (1.37) 

де λ − коефіцієнт теплопровідності, що залежить від фізичних властивостей тіла, та в деякій мірі від темпе-
ратури u, чим, як правило, нехтують. 

Для виведення рівняння, якому задовольняє функція u(x,t), виділимо деякий елемент (х,х+∆х) стерж-
ня. Приріст кількості тепла в цьому елементі за одиницю часу буде: 

t
uxSc

∂
∂

∆ρ , (1.38) 

де с – питома теплоємність, ρ − густина матеріалу стержня. 
При цьому кількість тепла, яка надійшла в цей елемент за одиницю часу через перерізи х та  х+∆х, бу-

де рівною 

xxxxxx x
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λ−−
∂
∂

λ− . (1.39) 

Прирівнюючи кількість тепла (1.38) і (1.39) та поділивши отриману рівність на ∆х, отримаємо: 

 

Рис. 1.3. O 

x 

t t=f(x) 
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Переходячи до границі при 0→∆x , отримаємо: 

;2

2
2

x
ua

t
u

∂

∂
=

∂
∂  або xxt uau 2= , (1.40) 

де 
ρ
λ

=
c

a2  – коефіцієнт температуропровідності. 

Рівняння (1.40) має нескінченну кількість частинних розв’язків. При розв’язанні конкретної фізичної 
задачі необхідно з усіх цих розв’язків вибрати той, який задовольняє деякі додаткові умови, що випливають 
з її фізичного змісту. Такими додатковими умовами, як правило, є граничні умови та початкові умови. 

У випадку, коли на кінцях стержня підтримуються задані температури, такі додаткові умови мати-
муть вигляд: 

1(0, ) ( )u t g t= , 2( , ) ( )u l t g t= , 0t ≥ ;  ( , 0) ( )u x h x= , 0 x l≤ ≤ , 
а повна задача для визначення шуканої функції u(x,t) прийме вигляд: 

2

1 2
;

(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0; ( , 0) ( ), 0 .
xx ta u u

u t g t u l t g t t u x h x x l
 = = = ≥ = ≤ ≤

 (1.41) 

Якщо розглядається нескінченний стержень –∞<x<+∞, вихідна задача (1.41) прийме вигляд: 





=
=

.)()0,(
2

xhxu
uua txx  (1.42) 

В середині стержня може виділятись або поглинатись тепло (наприклад, при проходженні струму, 
внаслідок хімічних реакцій і т. п.). Виділення такого тепла може бути охарактеризовано густиною теплових 
джерел f(x,t) у точці х в момент часу t. В результаті дії цих джерел на ділянці (x,x+∆x) за одиницю часу виді-
литься додаткова до (1.39) кількість тепла 

s⋅∆x⋅f(x,t). 
Тоді, аналогічно до (1.40), для відшукання функції u(x,t) отримаємо рівняння у вигляді 

),(2 txfuau xxt += . (1.43) 
Якщо стержень неоднорідний, тобто коефіцієнти λ, с, ρ різні для різних точок х і є функціями від х, то 

рівняння (1.43) матиме вигляд 

( ) ( )
t
utxf

x
uxa

x ∂
∂

=+







∂
∂

⋅
∂
∂ ,2 . 

 

1.2.2. Рівняння дифузії 
Якщо середовище нерівномірно заповнене газом, то має місце дифузія його з місць з більш високою 

концентрацією в місця з меншою концентрацією. Це ж явище спостерігається і в розчинах, якщо концентра-
ція розчиненої речовини в об’ємі не є однаковою. Подібно до попереднього випадку будемо розглядати 
процес дифузії в порожнистій, досить тонкій трубці, такій, що у будь-який момент часу концентрацію газу в 
перерізі трубки можна було б вважати однаковою. Тоді процес дифузії може бути описаний деякою функці-
єю u(x,t), яка представляє собою концентрацію в перерізі х в момент часу t. Згідно з законом Нернста маса 
газу, яка перетікає через переріз х за одиницю часу t, дорівнює 

S
x
uDq ⋅

∂
∂

−= , 

де D – коефіцієнт дифузії. 
Складемо рівняння балансу маси газу на ділянці (x,x+∆x)  

xxx x
uDS

x
uDS

t
uxS

∆+∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

⋅∆ ,  (1.44) 

або розділивши рівність на ∆х та перейшовши до границі при ∆х→0, отримаємо 

t
u

x
uD

x ∂
∂

=







∂
∂

∂
∂ . (1.45) 

Якщо коефіцієнт дифузії постійний, то рівняння дифузії матиме вид 
xxt Duu = . 

Аналогічно до попереднього може бути враховано наявність внутрішніх джерел речовини, що приве-
де до подібного з (1.43) рівняння. 

Розглянемо випадок, коли процес дифузії проходить у середовищі, що рухається з постійною швидкі-
стю V. Тоді у рівнянні балансу маси газу на ділянці (x,x+∆x) потрібно додатково врахувати кількість речови-
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ни, що проходить через переріз ділянки за рахунок переносу рухомого середовища, яка рівна 

xxx uVSuSV ∆+−⋅⋅+ . 
Тоді рівняння (1.45) прийме вигляд 

x
uV

x
uD

xt
u

∂
∂

−







∂
∂

∂
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=
∂
∂ . 

1.2.3. Задачі поширення тепла у просторі 
Процес поширення тепла у просторі може бути охарактеризований температурою u(x,y,z,t). Якщо те-

мпература не однакова, то виникають теплові потоки, які будуть спрямовані з місць з більш високою темпе-
ратурою до місць з більш низькою температурою. Використовуючи закон Фур’є для просторового випадку, 

який матиме вигляд 
n
uSq

∂
∂

λ−= , де n – нормаль до площадки S, та як і в попередньому випадку, закон збере-

ження енергії, приходимо до наступного рівняння теплопровідності у випадку однорідного середовища: 
,)(2 fuuuau zzyyxxt +++=   або  fuaut +∆= 2 ,  

де 2

2

2

2

2

2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∆  – оператор Лапласа. 

1.2.4. Рівняння малих поперечних коливань струни 
Тут під струною ми будемо розуміти тонку нитку, яка може вільно згинатись, тобто не створює опору 

зміні її форми, не пов’язаному із зміною її довжини. Силу натягу Т, що діє на струну, вважатимемо значною, 
так що можна знехтувати дією сили тяжіння. Нехай у положенні рівноваги струна напрямлена вздовж осі 
Ох. Будемо розглядати тільки поперечні коливання струни, вважаючи, що рух проходить в одній площині, і 
що всі точки струни рухаються перпендикулярно до осі Ох. Через u(x,t) позначимо зміщення точок струни в 
момент часу t від положення рівноваги. При кожному фіксованому значенні t графік функції u(x,t), очевид-
но, дасть форму струни в цей момент часу (рис. 1.5).  

 
 

α 

Т(х2) 

Т(х1) 

x       x+∆x 

u 

x 

0 l 
Рис. 1.5. 

 
 

Далі будемо розглядати лише малі коливання струни, такі, що квадратами ),( txux  та ),( txu , а також 
їх добутками можна знехтувати. Підрахуємо довжину дуги на ділянці (х,х+∆х). Вона рівна: 

∫
∆+

=−∆+≈+=′
xx

x
x SxxxdxuS 2)(1 . 

Тобто в межах прийнятої точності можемо вважати, що збільшення довжин ділянок струни не виникає. 
Звідси в силу закону Гука матимемо, що величина натягу Т в кожній точці з часом не змінюється. Крім того, 
сума проекцій на вісь Ох сил натягу, зовнішніх сил та сил інерції має бути рівна нулю. Оскільки ми розгля-
даємо лише поперечні коливання, то сили інерції та зовнішні сили напрямлені вдовж осі Ou, тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) 0coscos =∆+α∆+−α xxxxTxxT , 
але ( ) 1cos ≈α x , тобто ( ) ( )xxTxT ∆+≈ . 

Таким чином, можна вважати T(x)=T0=const. 
Складемо рівняння руху струни. Сума проекцій на вісь Ou сил, що діють на ділянку (x,x+∆x) дорівнює 

xxx TTY α⋅−α⋅= ∆+ sinsin 00 . 
Згідно з законами Ньютона, ці сили повинні бути рівні добутку маси цієї ділянки на його прискорен-

ня. Тобто в проекції на вісь Ou отримаємо рівність. 

2

2

00
),()(sinsin

t
txuxxTT xxx ∂

∂
∆⋅ρ=α−α ∆+ . (1.46) 
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Але згідно з нашим наближенням 
x
utg

tg

tg
∂
∂

=α≈
α+

α
=α

21
sin , а тому з (1.46) отримаємо 
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, звідки при 0→∆x  маємо 
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ρ . (1.47) 

Це рівняння і називають рівнянням малих поперечних коливань струни. 
Якщо на струну діють зовнішні сили, густина яких рівна F(x, t), то рівняння (1.47) перепишеться у ви-

гляді 
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= 02, TaFf . 

При F≠0 коливання струни називаються вимушеними, а при F=0 – вільними. 
Для однозначного опису процесу коливання необхідно задати ще додаткові умови. Зокрема, у почат-

ковий момент часу потрібно задати положення і швидкість усіх точок струни:  )()0,(),()0,( 10 x
t
xuxxu ϕ=

∂
∂

ϕ= . 

У випадку обмеженої або напівобмеженої струни задають ще і граничні умови, які, зокрема, можуть 
бути такими: 

– відомо закон руху лівого кінця струни: )(),0( ttu µ= ; 

– на правий кінець струни діє сила ( )tγ : ( )
0T
t

x
u

lx

γ
=

∂
∂

=
. 

Аналогічно може бути виведене рівняння, що описує малі повздовжні коливання пружного стержня 
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де  S(x) – площа поперечного перерізу стержня; E(x) – модуль Юнга в точці х. 

1.2.5. Поперечні коливання мембрани 
Мембраною називають плоску натягнуту плівку, що не чинить опору згину і зсуву. Для виведення рі-

вняння коливання мембрани, аналогічно до попереднього припускають, що вона в положенні рівноваги роз-
міщена в площині xOy і займає деяку область D, що обмежена кривою L. Мембрана знаходиться під дією рі-
вномірного натягу Т, прикладеного до країв. Тут також розглядаються тільки поперечні коливання мембра-
ни перпендикулярно площині xOy. Тоді зміщення u точки (x,y) мембрани буде функцією від x, y, t. Розгля-
даються тільки малі коливання.  

Аналогічно до попереднього з врахуванням згаданих вище припущень виводяться рівняння малих 
поперечних коливань мембрани, що мають вигляд 
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1.2.6. Задачі гідродинаміки та поширення звукових хвиль 
Нехай рідина рухається з швидкістю V(x,y,z,t), проекції якої на осі координат позначимо Vx, Vy, Vz. В 

кожний момент часу і в кожній точці рідина знаходиться в деякому стані термодинамічної рівноваги, що ви-
значається тиском p(x,y,z,t), густиною ρ(x,y,z,t), температурою T(x,y,z,t), ентропією S(x,y,z,t) і внутрішньою 
енергією E(x,y,z,t). 

Якщо в рідини немає стоків і витоків, то справедлива рівність 
( ) ( ) ( ) 0=
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Розглянемо рух ідеальної рідини, тобто рідини, в якій відсутні сили в’язкості. Тоді рівняння руху та-
кої рідини може бути записане у вигляді: 
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Коливальні рухи з малими амплітудами в стисливій рідині або газі називають звуковими хвилями. 
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1.2.7. Стаціонарні задачі для теплових полів 
Розглянемо процес поширення тепла у випадку, коли в рівнянні (1.40) можна припустити, що ut=0, 

тобто теплове поле встановлено, і з часом не змінюється. Тоді ми приходимо до так званого рівняння Лапла-
са: 

∆u=0. (1.48) 
При наявності теплових джерел рівняння приходимо до рівняння Пуассона: fu −=∆ . 
Розглянемо деякий об’єм Т, обмежений поверхнею Σ. Задача про стаціонарний розподіл температури 

u(x,y,z) в середині тіла Т формулюється наступним чином: знайти функцію u(x,y,z), що задовольняє в середи-
ні Т рівняння ( )zyxfu ,,−=∆  і граничну умову, яка може бути взята в одному з наступних видів: 

I) Σ=  на1fu (перша крайова задача); 

II) Σ=
∂
∂  на2fn
u (друга крайова задача); 

III) Σ=−=
∂
∂  на0)( 3fuh

n
u (третя крайова задача), 

де f1, f2, f3, h – задані функції, 
n
u

∂
∂  – похідна по зовнішній нормалі до поверхні Σ. 

Першу крайову задачу називають задачею Діріхле, а другу – задачею Неймана. 
 
 

1.3. Класифікація рівнянь з частинними похідними 2-го порядку 

1.3.1. Класифікація диференціальних рівнянь з частинними похідними  2-го порядку від двох 
незалежних змінних 

Розглянемо квазілінійне (лінійне відносно старших похідних) диференціальне рівняння 2-го порядку 
від двох незалежних змінних 

0),,,,(2 1221211 =+++ yxyyxyxx uuuyxFuauaua , (1.49) 
де a11, a22, a12 є функціями від х та y. 

Тут природно поставити питання про відшукання такого регулярного перетворення незалежних змін-
них ( , )x yξ = ξ , ( , )x yη = η , що відносно нових змінних  ξ, η відповідне (1.49) рівняння для функції 

( , ) ( ( , ), ( , ))U u x yξ η = ξ η ξ η  матиме найбільш просту форму. При переході від змінних (x, y) до (ξ, η), отрима-
ємо: 

x x xu U Uξ η= ξ + η , y y yu U Uξ η= ξ + η , 
2 22xx x x x x xx xxu U U U U Uξξ ξη ηη ξ η= ξ + ξ η + η + ξ + η , 

( )xy x y x y y x x y xy xyu U U U U Uξξ ξη ηη ξ η= ξ ξ + ξ η + ξ η + η η + ξ + η , (1.50) 
2 22yy y y y y yy yyu U U U U Uξξ ξη ηη ξ η= ξ + ξ η + η + ξ + η . 

Підставляючи значення похідних (1.50) в (1.49), будемо мати 
11 12 222 0U U Uξξ ξη ηηα + α + α + Φ = , (1.51) 

де 2
2212

2
1111 2 yyxx aaa ξ+ξξ+ξ=α , 

 12 11 12 22( )x x x y y x y ya a aα = ξ η + ξ η + ξ η + ξ η , 

 2
2212

2
1122 2 yyxx aaa η+ηη+η=α . 

Причому функція Φ – не залежить від похідних другого порядку. 
Виберемо змінні ξ та η так, щоб коефіцієнт α11 був рівним нулю. Тоді задача про вибір нових незале-

жних змінних зводиться до інтегрування рівняння виду 
02 2

2212
2

11 =++ yyxx zazzaza . (1.52) 

Якщо a11 ≠ 0, то рівняння (1.52) можна представити у вигляді рівняння: 
2 2

11 12 12 11 22 11 12 12 11 22( ( ) ) ( ( ) ) 0x y x ya z a a a a z a z a a a a z+ + − ⋅ + − − = , 
з якого отримаємо: 

2 2
11 12 12 11 22 11 12 12 11 22( ( ) ) 0, ( ( ) ) 0.x y x ya z a a a a z a z a a a a z+ + − = + − − =  (1.53) 

Розв’язки цих рівнянь будуть і розв’язками рівняння (1.52). Для інтегрування (1.53) складемо відпові-
дну систему звичайних диференціальних рівнянь 
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,
2211

2
121211 aaaa

dy
a
dx

−+
=  ,

2211
2
121211 aaaa

dy
a
dx

−−
=  

або  2
11 12 12 11 22( ) 0,a dy a a a a dx− + − =  2

11 12 12 11 22( ) 0a dy a a a a dx− − − = . (1.54) 
Рівняння (1.54) можна записати у вигляді одного рівняння 

02 2
2212

2
11 =+− dxadxdyadya . (1.55) 

Останнє рівняння називають характеристичним для рівняння (1.49). Розв’язки рівняння (1.55) нази-
вають характеристиками. 

В залежності від знаку дискримінанту 2211
2
12 aaa −=∆  вводять наступну класифікацію диференціаль-

них рівнянь (1.49): 
1) рівняння (1.49) в області D називають рівнянням гіперболічного типу, якщо для довільної точки 

(x,y) ∈ D:  ∆>0; 
2) рівняння (1.49) в області D називають рівнянням параболічного типу, якщо  для довільної точки  

(x,y) ∈ D:  ∆=0; 
3) рівняння (1.49) в області D називають рівнянням еліптичного типу, якщо  для довільної точки  

(x,y) ∈ D:  ∆<0. 
Відзначимо, що: а) одне й те ж рівняння в різних областях може належати різним типам; б) у випадку 

рівнянь гіперболічного типу маємо дві дійсні різні сім’ї характеристик, параболічного – одну дійсну сім’ю 
характеристик, еліптичного – дві комплексно спряжені сім’ї; в) 2 2 2

12 11 22 12 11 22( )a a aα − α α = − δ , де 

x y x yδ = ξ η − η ξ . Зазначимо, що з останнього, зокрема,  випливає інваріантність типу рівняння при переході 
до нових змінних (адже в силу умови регулярності такого перетворення функціональний визначник D від-
мінний від нуля). 

1.3.2. Зведення до канонічного вигляду диференціальних рівнянь з частинними похідними 2-го 
порядку у випадку двох незалежних змінних 

1. Для рівняння гіперболічного типу ( 02211
2
12 >− aaa ) характеристичне рівняння (1.55) має дві дійсні 

різні сім’ї характеристик 1 ( , )C x y= ϕ , 2 ( , )C x y= ψ . Покладаючи  ( , )x yξ = ϕ  і ( , )x yη = ψ , приводимо рів-
няння (1.51) до виду 

12

( , , , , )
2
U U U

U ξ η
ξη

Φ ξ η
= −

α
. 

Останнє рівняння є першою канонічною формою рівнянь гіперболічного типу.  
Покладемо β+α=ξ , β−α=η  або ( ) 2α = ξ + η , ( ) 2β = ξ − η , де ξ і η – нові змінні. Тоді 

( ) 2U U Uξ α β= +  , ( ) 2U U Uη α β= −  , ( ) 4U U Uξη αα ββ= −  . 
В результаті отримаємо замість (1.51) другу канонічну форму  

12

2U Uαα ββ
Φ− = −

α
  . 

2. Для рівняння параболічного типу ( 02211
2
12 =− aaa ) характеристичне рівняння має один загальний ін-

теграл ( , )x y constϕ = . Покладемо  ( , )x yξ = ϕ  і ( , )x yη = η , де ( , )x yη  – довільна функція така, що визнач-

ник перетворення 0δ ≠ . Тоді 221112 aaa ⋅=  і  
2 2 2

11 11 12 22 11 222 ( ) 0x x y y x ya a a a aα = ϕ + ϕ ϕ + ϕ = ϕ + ϕ = . 
Але  12 11 12 22( )x x x y y x y ya a aα = ϕ η + ϕ η + ϕ η + ϕ η =   

 11 22 11 22( ) ( ) 0x y x ya a a a= ϕ + ϕ η + η = . 

Тоді 
22

( , , , , )U U U
U ξ η

ηη

Φ ξ η
= −

α
. Це рівняння є канонічною формою для рівняння параболічного типу. 

3. Для рівняння еліптичного типу ( 02211
2
12 <− aaa ) рівняння (1.53) мають комплексні коефіцієнти. Не-

хай ( , )x y Cϕ =  загальний інтеграл (1.54). Тоді ( , )x y C∗ϕ = , де ∗ϕ  – спряжена до ϕ функція. Введемо змінні 

α і β, 
2

∗ϕ+ϕ
=α , 

i2

∗ϕ−ϕ
=β , такі, що β+α=ξ i , β−α=η i . Тоді 

,0))((2)2

()2(2

221211
2

2212

2
11

2
2212

2
11

2
2212

2
11

=βα+βα+βα+βα+β+ββ+

+β−α+αα+α=ξ+ξξ+ξ

yyxyyxxxyyx

xyyxxyyxx

aaaiaa

aaaaaaa
 

тобто 2211 α=α  і 012 =α . 
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Таким чином рівняння (1.51) прийме вигляд 
22α

Φ
−=+ ββαα UU , що і є канонічною формою для рівнян-

ня еліптичного типу 

1.3.3. Рівняння Лапласа в циліндричних та сферичних координатах 
Циліндричні координати пов’язані з декартовими співвідношеннями ϕ= cosrx , ϕ= sinry , zz=  або 

22 yxr += , 
x
yarctg=ϕ , zz= . 

Перейдемо до циліндричних координат 

ϕ∂
∂ϕ

−
∂
∂

ϕ=
∂
∂ U

rr
U

x
U sincos ; 

ϕ∂
∂ϕ

+
∂
∂

ϕ=
∂
∂ U

rr
U

y
U cossin ; 

z
U

z
U

∂
∂

=
∂
∂ ; 

2

2

2

222

22

2
2

2

2 sinsinsincos2sincos2cos
ϕ∂

∂ϕ
+

∂
∂ϕ

+
∂ϕ∂

∂
⋅

ϕϕ
−

ϕ∂
∂

⋅
ϕϕ

+
∂

∂
ϕ=

∂

∂ U
rr

U
rr

U
r

U
rr

U
x
U , 

2

2

2

222

22

2
2

2

2 coscossincos2sincos2sin
ϕ∂

∂ϕ
+

∂
∂ϕ

+
∂ϕ∂

∂
⋅

ϕϕ
+

ϕ∂
∂

⋅
ϕϕ

−
∂

∂
ϕ=

∂

∂ U
rr

U
rr

U
r

U
rr

U
y
U , 

2

2

2

2

z
U

z
U

∂

∂
=

∂

∂ . 

Отже 

2

2

2

2

22

2

2

2

22

2 1)(111
z
UU

rr
Ur

rrz
UU

rr
U

rr
UU

∂

∂
+

ϕ∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
+

ϕ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=∆ . 

Зокрема, при переході у площині від декартових координат (x,y) до полярних (r,ϕ), матимемо 
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1( )U U U U UU rr r r r rr r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∆ = + + = +
∂ ∂ ∂∂ ∂ϕ ∂ϕ

 

Сферичні координати пов’язані з декартовими координатами співвідношеннями 
ϕ⋅θ= cossinrx , ϕ⋅θ= sinsinry , θ= cosrz , 

222 zyxr ++= ; 
x
yarctg=ϕ ; 

z
yxarctg

22 +
=θ . 

Тоді 

2

2

222
2

2 sin
1sin

sin
11

ϕ∂

∂

θ
+








θ∂
∂

θ
θ∂
∂

θ
+








∂
∂

∂
∂

=∆
U

r
U

rr
Ur

rr
U . 
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2. Рівняння гіперболічного типу 

2.1. Метод характеристик (метод поширення хвиль) 

2.1.1. Формула Д’Аламбера 
Розглянемо задачу з початковими умовами (задачу Коші), що описує вільні коливання однорідної не-

скінченної струни: 









ψ=
ϕ=

=−

).()0,(
),()0,(

,02

xxu
xxu

uau

t

xxtt
 (2.1) 

Приведемо це рівняння до канонічного вигляду, що містить змішану похідну. Рівняння характеристик 
0222 =− dtadx  або 0))(( =+− adtdxadtdx  розпадається на два рівняння .0,0 =+=− adtdxadtdx  Інтегруючи 

останні рівняння, одержимо atxC −=1 , atxC +=2 . Ввівши нові змінні atxatx −=η+=ξ ;  і підставивши знай-
дені похідні в рівняння (2.1), отримаємо 

.0=ξηU  (2.2) 
Якщо припустити, що шуканий розв’язок існує, то, підставивши його в рівняння (2.1), одержимо то-

тожність. Але тоді і канонічна форма (2.2) також буде тотожністю. Інтегруючи (2.2) по ξ, одержимо 

( )η=







η∂
∂

⇒=







η∂
∂

ξ∂
∂ fUU 0 ,  

де f(η) – довільна функція. Інтегруючи останню тотожність по η, отримаємо 
)()()()(),( 211 η+ξ=ξ+ηη=ηξ ∫ fffdfu , (2.3) 

де f1, f2 – є функціями тільки змінної ξ або η. 
Таким чином, якщо припустити існування розв’язку рівняння (2.1), то він повинен мати вигляд (2.3). З 

іншого боку, якщо функції f1, f2 є неперервними разом з похідними до другого порядку включно, то вони є 
розв’язками рівняння (2.2), а, отже, функція 

)()(),( 21 atxfatxftxu −++=  (2.4) 
є загальним розв’язком рівняння (2.2), який вперше одержав Ж. Д’Аламбер у 1747 р. 

Визначимо функції f1 та  f2 таким чином, щоб задовольнялись початкові умови 

)()()()0,( 21 xxfxfxu ϕ=+= ,  )()()()0,( 21 xxafxafxut ϕ=′−′= . 
Проінтегрувавши друге рівняння, одержимо 

)()()( 21 xxfxf ϕ=+ , Cd
a

xfxf
x

x
+ααψ=− ∫

0

)(1)()( 21 , 

де х0, С – постійні. Звідси 

2
)(

2
1)(

2
1)(

0

1
Cd

a
xxf

x

x
+ααψ+ϕ= ∫ ,  

2
)(

2
1)(

2
1)(

0

2
Cd

a
xxf

x

x
−ααψ−ϕ= ∫ . 

Підставляючи знайдені функції в (2.4), приходимо до відомої формули Д’аламбера 

∫
+

−

ααψ+
−ϕ−+ϕ

=
atx

atx
d

a
atxatxtxu )(

2
1

2
)()(),( , (2.5) 

яка одержана з припущення існування розв’язку поставленої задачі. Ця формула доводить і єдиність 
розв’язку. Дійсно, якщо б існував інший розв’язок задачі (2.1), то він представлявся б формулою (2.5) і спів-
падав би з одержаним розв’язком. Неважко перевірити, що функція, визначена формулою (2.5), задовольняє 
(якщо функції ϕ  – двічі диференційовна, ψ  – один раз диференційовна) рівняння і початкові умови. Тобто 
розв’язок поставленої задачі існує і він єдиний. 

2.1.2. Фізична інтерпретація розв’язку задачі Коші 
Функція ),( txu , що визначається формулою (2.5), представляє процес поширення початкового відхи-

лення і початкової швидкості. Якщо зафіксувати 0tt = , то функція ),( 0txu  дасть профіль струни в момент 0t , 
а фіксуючи 0xx= , отримаємо функцію  ),( 0 txu , що описує процес руху точки 0x . Припустимо, що спостері-
гач знаходиться в точці 0=x  в момент часу 0=t  та рухається з швидкістю а в додатному напрямку. Якщо 
ввести систему координат ttatxx =′−=′ , , то в цій нерухомій системі координат функція )(),( atxftxu −= буде 
визначатись формулою )(xfu ′=  і спостерігач весь час буде бачити той самий профіль, що і в початковий 
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момент. Тобто функція )(),( atxftxu −=  представляє собою незмінний профіль )(xf , що переміщується в 
додатному напрямку осі х з швидкістю а. 

Функція )( atxf +  представляє собою хвилю, що поширюється у від’ємному напрямку осі х з швидкіс-
тю а. Таким чином, загальний розв’язок (2.5) задачі Коші для нескінченної струни є суперпозиція двох 
хвиль. 

У площині стану ),( tx прямі constatx =− і constatx =+  є характеристиками рівняння (2.1). Функція 
)( atxfu −=  вздовж характеристики постійна constatx =− , функція )( atxfu +=  постійна вздовж характерис-

тики constatx =+ . Оскільки 
ρ

=
Ta  – то можемо зробити висновок, що швидкість поширення хвиль по 

струні обернено пропорційна квадратному кореню від густини і прямо пропорційна квадратному кореню від 
натягу струни. 

2.1.3. Вимушені коливання нескінченної струни 
Розглянемо задачу: вивчити процес вимушених коливань однорідної нескінченної струни, яка знахо-

диться під дією розподіленої  зовнішньої сили інтенсивністю ),( xtf , якщо її  початкове відхилення дорівнює 
)(xϕ , а початкова швидкість – )(xψ . Математично це означає, що в області ( ){ }+∞<<∞−>= xtxtG ,0,  не-

обхідно знайти розв’язок рівняння 
),(2 xtfuau xxtt += , (2.6) 

який задовольняє початкові умови  
)(),0(),(),0( xxuxxu t ψ==ϕ= . (2.7) 

Розв’язок задачі Коші (2.6), (2.7) має вигляд 
),(),(),( xtwxtzxtu += , (2.8) 

де ),( xtz – розв’язок однорідного рівняння коливання струни з заданими початковими умовами (2.7), а 
),( xtw – розв’язок рівняння (2.6) з однорідними умовами. Згідно формули Д’Аламбера 

∫
+

−

ψ+
−ϕ++ϕ

=
atx

atx
dzz

a
atxatxxtz )(

2
1

2
)()(),( . (2.9) 

Покажемо, що 

∫ ττ−=
t

dxtvxtw
0

),(),( , (2.10) 

де функція  ( , )v xθ  ( tθ= −τ ) є розв’язком задачі Коші: 
2( , ) ( , ), 0 ( ),xxv x a v x t xθθ θ = θ θ> >τ −∞< <+∞ , (2.11) 

( ) ( ) ( )0, 0, 0, , ,v x v x f x xθ= = τ −∞< <+∞ . (2.12) 
Дійсно, продиференціювавши (2.10) та врахувавши (2.12), одержимо 

.),(),(

,),(),(),(,),(),0(),(

0

00

∫

∫∫

ττ−=

ττ−+=ττ−+=

t

xxxx

t

tttt

t

tt

dxtvxtw

dxtvxtfxtwdxtvxvxtw
 

Підставивши (2.10) в рівняння (2.6), отримаємо 

0)(),(),(),(),(
0

2

0

2

0
≡τ−⇒+ττ−=ττ−+ ∫∫∫

t

xxtt

t

xx

t

tt dvavxtfdxtvadxtvxtf , 

а 0),0(,0),0( == xwxw t , тобто функція (2.10) є розв’язком рівняння (2.6) і задовольняє однорідні початкові 
умови. 

Згідно формули Д’Аламбера матимемо 

∫
τ−+

τ−−

τ=τ−
)(

)(
),(

2
1),(

tax

tax
dzzf

a
xtv . (2.13) 

Підставивши (2.13) у (2.10), а потім разом з (2.9) у (2.8), одержимо 

 ∫ ∫∫
τ−+

τ−−

+

−

ττ+ψ+
+ϕ+−ϕ

=
t tax

tax

atx

atx
dzdzf

a
dzz

a
atxatxxtu

0

)(

)(
),(

2
1)(

2
1

2
)()(),( . (2.14) 

Рівняння (2.14) і є розв’язком задачі Коші (2.6), (2.7). 
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2.1.4. Задача Коші для хвильового рівняння в просторі 
Розглянемо в необмеженому просторі ( ){ ,,,,,, +∞<<∞−= zyxtzyxG  }+∞<<t0  задачу Коші: знайти 

розв’язок рівняння 
zzyyxxtt uuuu ++= , (2.15) 

який задовольняє початкові умови 
),,();,,( 00 zyxuzyxu ttt ψ=ϕ= == . (2.16) 

Для побудови розв’язку задачі Коші (2.15), (2.16) розглянемо спочатку задачу: в області G знайти розв’язок 
рівняння (2.15), який задовольняє умови 

.),,(;0 00 zyxuu ttt ϕ== ==  (2.17) 

Розв’язок такої задачі [1,4] має вигляд 

∫∫ σ
γβαϕ

π
=

),,(
1

),,(
4
1),,,(

zyxS
t

t

d
t

zyxtu , (2.18) 

де ),,( zyxSt  – сфера радіусом  t  з центром у точці M(x,y,z):  

,)()()( 2222 tzyx =−γ+−β+−α   
),,( γβα  – змінна точка на сфері.  
Розв’язуючи задачу (2.15) з початковими умовами 

),,(;0 0202 zyxuu tt t
ψ== == , 

одержимо 

∫∫ σ
γβαψ

π
=

),,(
2

),,(
4
1),,,(

zyxS
t

t

d
t

zyxtu . (2.19) 

Тоді функція  

1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )u t x y z u t x y z u t x y z
t

∂
= +

∂
 (2.20) 

є розв’язком задачі Коші (2.15), (2.16). 
Дійсно, якщо ),,,(1 zyxtu  є розв’язком задачі (2.15), (2.17), то можна довести, що і ),,,(1 zyxtu

t
 також є 

розв’язком рівняння (2.15), який задовольняє початкову умову ),,(01 zyxu tt
ϕ== , причому 

( ) 002
1

2

01 ≡
∂

∂
=

∂
∂

== tt
t
uu

t t
. 

Тоді, враховуючи однорідність рівняння (2.15), одержимо, що функція, визначена формулою (2.20), є 
дійсно розв’язком задачі (2.15), (2.16). Підставивши (2.18), (2.19) у (2.20), матимемо  

∫∫∫∫ σ
γβαψ

π
+σ

γβαϕ
∂
∂

π
=

),,(),,(

),,(
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1),,(

4
1),,,(

zyxS
t

zyxS
t

tt

d
t

d
tt

zyxtu . (2.21) 

Формула (2.21) називається формулою Кірхгофа. 
Із формули Кірхгофа випливає, що розв’язок задачі Коші (2.15), (2.16) повністю визначається значен-

нями 
γ∂
ϕ∂

ϕ ),,,( zyx  (γ – зовнішня нормаль до ),,( zyxSt ) і ),,( zyxψ  на сфері ),,( zyxSt . Цей факт у теорії звуку 

називають принципом Гюйгенса. Фізичне явище, яке описується розв’язком (2.21) хвильового рівняння, на-
зивається поширенням хвиль, а сам розв’язок – хвилею. 

2.1.5. Задача Коші для вільних коливань мембрани. Формула Пуассона 
Розглянемо наступну задачу Коші: в області { }0,,),,( >+∞<<∞−= tyxtyxG  знайти розв’язок рівняння 

,yyxxtt uuu +=  (2.22) 
який задовольняє початкові умови 

),(),,0(),,(),,0( yxyxuyxyxu t ψ=ϕ= . (2.23) 
Вважатимемо, що ),( yxϕ  тричі диференційована, а ),( yxψ  двічі диференційована функції. 

Для побудови розв’язку задачі (2.22), (2.23) застосуємо так званий метод спуску. Нагадаємо, що фор-
мула Кірхгофа дає розв’язок задачі Коші (2.15), (2.16) в просторі. Але з (2.21) випливає, що якщо в початко-
вих умовах (2.16) функції ϕ та ψ залежать тільки від змінних х, у, то і ),,( yxtuu= , тобто формула Кірхгофа в 
цьому випадку дає розв’язок задачі Коші (2.22)-(2.23). Отже, матимемо 
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∫∫∫∫ σ
βαϕ
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∂
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tt
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yxtu . (2.24) 

В останній рівності перейдемо від поверхневих до подвійних інтегралів. Для цього використаємо ві-
дому з математичного аналізу формулу 

∫∫∫∫ ++⋅=
D

yx
S

dxdyzzyxzyxfdszyxf 22 )()(1)),(,,(),,( , 

де ),( yxzz=  є рівняння поверхні S; D – проекція поверхні S на площину xOy. З рівняння сфери ),,( zyxSt  
одержимо 

222 )()( yxtz −β−−α−±=γ ,  
222

22

)()(
)()(1

yxt

t

−β−−α−
=γ+γ+ βα . 

У зв’язку з тим, що інтегрування по верхній і нижній півсферах приводить до одного і того ж подвій-
ного інтегралу, з (2.24) матимемо 

+
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yxKt yxt
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∫∫
−β−−α−

βαβαψ
π

+
),(

222 )()(

),(
2
1

yxKt yxt

dd , (2.25) 

де ),( yxKt  – круг радіуса t з центром у точці ),( yx : 222 )()( tyx ≤−β+−α . 
Формулу (2.25) називають формулою Пуассона. З неї бачимо, що для визначення хвилі ),,( yxtu  в точ-

ці ),,( yxt  не досить знати ),( yxϕ  і ),( yxψ  на колі 222 )()( tyx =−β+−α . У визначенні ),,( yxtu в точці ),,( yxt  
беруть участь початкові дані у всіх точках круга ),( yxKt . Це означає, що у випадку рівняння коливання 
мембрани принцип Гюйгенса не має місця. 

Зауваження. Якщо, у рівняннях (2.15) і (2.22) 1a ≠ , то формули (2.21) і (2.25) запишуться у вигляді  
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2.1.6. Фізична інтерпретація формул Кірхгофа і Пуассона 
Формули (2.21) і (2.25) дають можливість з’ясувати фізичну картину поширення сферичних і цилінд-

ричних хвиль. Розглянемо спочатку просторовий випадок. Обмежимось при цьому поширенням локального 
збурення, коли початковий стан (функції ϕ>0 і ψ>0) відмінний від нуля тільки в деякій обмеженій області 
Т0. Розглянемо спочатку зміну стану ),( 0 tMu  в точці М0 , що лежить поза областю Т0. (рис. 2.1). 

Стан u в точці М0 в момент ча- су t визначається згідно з (2.21) 

жить на сфері 0M
atS  радіуса at з початковим станом у точці, що ле-

центром в М0. Функція ),( 0 tMu  від- мінна від нуля тільки в тому 

випадку, якщо сфера  0M
atS перетинає область початкових значень Т0. 

Нехай d і D – відстань від точки М0 до найближчої та найвіддаленішої 

мале 





 =<

a
dtt 1 , то сфера точок Т0. Очевидно, якщо t достатньо 

0M
atS не перетинає область Т0 і повер- хневі інтеграли у формулі (2.21) 

дорівнюють нулю: до точки М0 збу- рення ще не дійшло. Починаю-

чи з моменту 
a
dt =1  до 

a
Dt =2  сфера 0M

atS  перетинатиме Т0, поверхневі інтеграли відмінні від нуля: точка М0 

знаходиться у збуреному стані. При подальшому збільшенні t сфера 0M
atS буде містити Т0 і поверхневі інтег-

рали дорівнюватимуть нулю: збурення пройшло точку М0. Таким чином, при поширенні локального збурен-
ня в просторі явище післядії відсутнє: воно викликає в кожній точці М0 простору локалізовану у часі дію, 
при цьому має місце поширення хвилі з різко окресленими передніми та задніми фронтами (принцип Гюй-
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генса).  
У випадку двох змінних розглядатимемо початкове збурення в області 0S  на площині ),( yx . Розгля-

немо зміну стану ),( 0 tMu в точці М0, що лежить поза 0S . Стан ),( 0 tMu  в точці М0 в момент t визначається, 

згідно з (2.25), початковими значеннями в точці Р, що належить кругу ∑ 0

0

M
at  – радіуса at0 з центром в М0. 

Для моментів часу 
a
dtt =< 1  (d – відстань від М0 до найближчої точки 0S ) функція 0),( 0 =tMu  – до точки М0 

збурення ще не дійшло. Якщо 1tt >  то 0),( 0 ≠tMu , а це означає, що, починаючи з 1tt =  в точці М0 виникає 
збурення, яке спочатку зростає, а потім поступово зменшується до нуля (при ∞→t ). Тобто присутнє явище 
післядії, що і відрізняє цей випадок від просторового. Тут принцип Гюйгенса не має місця. Миттєва картина 
збурення на площині має різко окреслений передній фронт, але не має заднього фронту. Задачу для плоского 
випадку можна розглядати як просторову, коли початкові збурення задані в нескінченному циліндрі і не за-
лежать від третьої координати. Тоді неважко уявити процес післядії. 

2.2. Загальна постанова задачі Коші 

2.2.1. Задача на характеристиках 
Як було показано раніше, до- вільне нелінійне рівняння гіперболіч-

ного типу: 

),,,,(),(),(),(2),(),( 221211 ηξηηξξ ηξ=ηξηξ+ηξ+ηξηξ UUUFUaaUa  
може бути зведене до одного з рівнянь: 

1( , ) ( , , , , )xt t xu t x f x t u u u= , (2.26) 

2 ( , , , , )tt xx t xu u f x t u u u− = , (2.27) 
де коефіцієнти а11, а12, а22, F – неперервно диференційовні функції. 

Раніше нами розглядалась задача Коші для рівняння (2.27), в якій носієм початкових умов була пряма 
t=0. Проте така задача може розглядатися і у випадку, коли носієм початкових умов може бути деяка відмін-
на від прямої t=0 крива L. Але сама крива L при цьому має задовольняти деяким умовам, щоб одержана за-
дача Коші була поставлена коректно. З’ясуємо ці умови та знайдемо, який вигляд повинні мати самі почат-
кові умови на прикладі рівняння вільних коливань однорідної струни: 

0=− xxtt uu .  (2.28) 
Нехай u(t,x) розв’язок рівняння (2.28) в деякій області D фазової площини xOt з кусково-гладкою жо-

рдановою межею S. 
Інтегруючи (2.28) по області D і використовуючи формулу Гріна 

( )∫∫ ∫ +=−
D S

tx QdtPdxdxdttxPtxQ ),(),( , 

де криволінійний інтеграл у правій частині береться по межі S області D  у напрямі проти годинникової 
стрілки, одержимо 

( )∫∫ ∫ +=−
D S

txttxx dxudtudxdtuu .  (2.29) 

Нехай L – крива з неперервною кривиною і така, що задовольняє умовам: 
1) кожна пряма з двох сімей характеристик  x+t=const, x–t=const рівняння (2.28) перетинає криву L не бі-

льше, ніж в одній точці; 
2) напрям дотичної до кривої L в жодній точці не збігається з напрямом характеристик рівняння (2.28). 

Таку криву називають “вільною”. 
Припустимо, що характеристики прямих x–x1=t–t1 і x–x1=t1–t, які виходять з точки С, перетинаються із 

кривою L в точці А і В (рис.2.2). Застосовуючи формулу (2.29) в області обмеженою дугою АВ кривої L і від-
різками ВС і АС, одержимо 

[ ] [ ]
∫

++

=+
CABCAB

tx dxudtu 0 . (2.30) 

Оскільки вздовж [ ]BC  і [ ]AC  маємо dtdx −=  і dtdx=  відповідно, то (2.30) запишиться у вигляді: 
2 ( ) ( ) ( ) 0x t

AB

u dt u dx u C u A u B+ − + + =∫ . Звідки  

( ) ( ) ( )( ) ∫ +++=
AB

tx dxudtuBuAuCu
2
1

2
1 . (2.31) 

 

C(x1,t1) 

x 

t 
A B 

L 

Рис. 2.2. 
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Якщо розв’язок рівняння (2.28) задовольняє умови 

)(),( x
dl
duxu

L
L ψ=ϕ= , (2.32) 

де ϕ  і ψ  – задані дійсні відповідно двічі і один раз неперервно диференційовні функції, а l – заданий на L 
достатньо гладкий вектор, що ніде не збігається з дотичною до кривої L, то, визначаючи ux, i ut із рівностей 

ψ=+
ϕ

=+
dl
dtu

dl
dxu

ds
d

ds
dtu

ds
dxu txtx ; , 

де s – довжина дуги L, і підставляючи відомі значення u, ux, ut у праву частину (2.31), одержимо розв’язок 
задачі Коші (2.28), (2.32). 

Аналогічно ставиться задача Коші і у випадку рівняння (2.27). Для рівняння (2.26) характеристиками 
будуть прямі (x=const, t=const) паралельні осям координат. Отже, в цьому випадку будь-яка гладка крива L, 
яка перетинається не більше, як в одній точці з прямими паралельними осям координат буде “вільною”. Не-
хай рівняння цієї кривої буде t=g(x) (або x=h(t)). Вважатимемо, що існують відмінні від нуля похідні 

))(()( thxg ′′ . Тоді задача Коші може бути поставлена наступним чином: в області 
{ } 0,0,)(,),( 000 >β>αβ+<<α+<<= ttxgxxxxtD  знайти розв’язок рівняння (2.26), який на кривій L задоволь-

няє умови 
)(),( )()( xuxu xgttxgt ψ=ϕ= == .  (2.33) 

Тут умова “вільності” є принциповою для коректної постановки задачі Коші (обґрунтування цього 
твердження див., напр., [4]).  

2.2.2. Задача Гурса 
Задачу знаходження розв’язку за даними на характеристиках називають задачею Гурса. Така задача є 

досить цікавою перш за все з точки зору її фізичних застосувань. Зауважимо, що характеристики рівняння 
гіперболічного типу не можуть бути носіями початкових умов задачі Коші [1,2]. Однак для хвильових рів-
нянь коректно поставленою є наступна задача Гурса: знайти розв’язок рівняння 

uxt=f(x,t) (2.34) 
в області, обмеженій характеристиками x=0 та t=0 (так званому характеристичному конусі), на яких вико-
нуються умови 

1 2( , 0) ( ), 0 ; (0, ) ( ), 0u x x x u t t t= µ ≤ < +∞ = µ ≤ < +∞ , (2.35) 
де µ1 i µ2 є відомі, двічі диференційовні функції, які задовольняють умову спряження: µ1(0)=µ2(0). Інтегрую-
чи послідовно по x i t (2.34), отримаємо 

ξξ+= ∫ dtftutxu
x

tt
0

),(),0(),( , ξηξη+−+= ∫ ∫ dfdutuxutxu
t x

0 0
),()0,0(),0()0,(),( , 

або  ∫∫ ηξηξ+µ−µ+µ=
t x

ddftxtxu
00

121 ),()0()()(),( . (2.36) 

Таким чином для найпростішого рівняння, що не містить перших похідних ux і ut та шуканої функції, 
розв’язок представляється в явній аналітичній формі (2.36). З формули (2.36) безпосередньо випливає єди-
ність та існування розв’язку поставленої задачі. 

2.2.3. Метод Рімана 
Розглянемо наступну задачу Коші: в області  

{ },)(,),( 000 β+<<α+<<= ttxgxxxxtD  0,0 >β>α  
знайти розв’язок диференціального рівняння 

),(),(),(),(),( xtfuxtcuxtbuxtauxtLu txtx =+++≡ , (2.37) 
який на “вільній”  кривій t=g(x) ( ( ) 0>′ xg ) задовольняє умови 

)()),((),()),(( xxxguxxxgu t ψ=ϕ= . (2.38) 
Поряд з диференціальним оператором Lu(t,x) розглянемо так званий спряжений оператор  

cvbvavvxtvL txtx +−−=∗ )()(),( .  
Неважко показати, що 

)2(
2
1)2(

2
1),(),(),(),( buvuvvu

t
auvuvvu

x
xtvLxtuxtLuxtv xxtt +−

∂
∂

++−
∂
∂

=− ∗  (2.39) 

для довільних функцій u(t,x) i v(t,x).  
Візьмемо в області D довільну точку M(t,x) і розглянемо область В, яка обмежена дугою лінії t=g(x) і 

двома прямими, паралельними осям координат, які виходять з точки M(t,x). 
Інтегруючи тотожність (2.39) по області В (рис. 2.3) та застосовуючи формулу Гріна, одержимо  
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( )∫∫ ∫
++

η+ξ=ηξ−
B MPQMPQ

HdKdddvuLvLu
][][

*2 , (2.40) 

де  ( ) ( ) ( )bvvuuvbuvvuuvxtK xxxx −+−=−−= 22, ,  
 ( ) ( ) ( )avvuuvauvuvvuxtH tttt −−=+−= 22, . 

 
Обчислимо криволінійний інтеграл в правій частині (2.40) по відрізках [QM] і [MP]. Вздовж [QM] η 

не змінюється (отже, dη=0 ), тоді матимемо 
( ) ( ) ∫∫ ∫ ξ−+−=ξ=η+ξ ξ

][][ ][
)(2

QM
MQ

QM QM
dbvvuuvuvKdHdKd . 

Проводячи аналогічні міркування відносно криволінійного інтеграла по відрізку [MP], одержимо 
( ) ( ) ∫∫ ∫ η−+−=η=η+ξ η

][][ ][
)(2

MP
MP

MP MP
dvavuuvuvHdHdKd . 

Підставляючи знайдені криволінійні інтеграли в (2.40), матимемо 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .)(

)(
2
1

*

][

][

∫∫∫

∫∫

ηξ−−η−+

+ξ−+





η+ξ++=

η

ξ

BMP

QMPQ
PQ

ddvuLvLudvavu

dbvvuHdKduvuvMvMu
 (2.41) 

Припустимо, що функція u(t,x) є розв’язком задачі Коші (2.37)-(2.38), а ),,,( ξηxtv  задовольняє дифе-
ренціальне рівняння 

0),,,(* =ξηxtvL  (2.42) 
і умови 

0=−ξ bvv  на [QM], 0=−η avv на  [MP], (2.43) 

причому ( ) 1=Mv . 
Інтегруючи рівняння (2.43) та враховуючи умову в точці М, одержимо  

∫
=η

∫
=ξ

ηξ
λλλλ

tx
dxadtb

exxtvetxtv
),(),(

),,,(,),,,( .  (2.44) 
Задача (2.42), (2.43) є задачею Гурса і має єдиний розв’язок. Цей розв’язок називається функцією Рі-

мана, яка не залежить ні від даних Коші, ні від вигляду кривої g(x). Для функції Рімана точка (η,ξ) відіграє 
роль аргументу, а точка (t,x) – роль параметра. 

Підставивши в (2.41) замість v функцію Рімана і взявши до відома рівняння (2.37), матимемо 

∫∫∫ ξηξη−η+ξ++=
BPQ

PQ ddvfHdKduvuvxtu ),(])()[(
2
1),( . (2.45) 

Формула (2.45) називається формулою Рімана і дає уявлення про розв’язок диференціального рівнян-
ня (2.37) для довільних початкових умов, заданих на довільній "вільній" кривій l . 

2.3. Метод відокремлення змінних 

2.3.1. Рівняння вільних коливань струни 
Метод відокремлення змінних або метод Фур’є є одним з найбільш поширених методів розв’язання 

рівнянь з частинними похідними. Виклад цього методу проведемо на прикладі задачі про коливання струни, 
закріпленої на кінцях. Математично така задача полягає у відшуканні розв’язку рівняння 

xxtt uau 2= ,  (2.46) 
що задовольняє однорідні граничні  

0),(,0),0( == tlutu  (2.47) 
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та початкові умови  
)()0,(),()0,( xxuxxu t ψ=ϕ= . (2.48) 

З цією метою розглянемо спочатку допоміжну задачу: знайдемо розв’язок рівняння xxtt uau 2= , який 
тотожно не дорівнює нулю, задовольняє однорідні граничні умови 

0),(,0),0( == tlutu , (2.49) 
та представляється у вигляді добутку 

)()(),( tTxXtxu ⋅= . (2.50) 
де Х(х) – функція тільки змінної х, T(t) – функція тільки змінної t. 

Підставляючи (2.50) в (2.46), одержимо XT
a

TX ′′=′′
2

1 , або поділивши на ХТ – 

)(
)(1

)(
)(

2 tT
tT

axX
xX ′′

=
′′

. (2.51) 

Функція (2.50) буде розв’язком рівняння (2.46), якщо остання рівність виконується тотожно для всіх 
значень незалежних змінних 0<x<l, t>0. Але така рівність можлива тоді і тільки тоді, коли 

λ−=
′′

=
′′

)(
)(

)(
)(

2 xX
xX

tTa
tT , (2.52) 

де λ – постійна. Тоді для визначення Х(х) і T(t) з останнього співвідношення приходимо до звичайних дифе-
ренціальних рівнянь  

0)(,0)()( ≠=λ+′′ xXxXxX , (2.53) 

0)(,0)()( 2 ≠=λ+′′ tTtTatT . (2.54) 
Граничні умови з урахуванням (2.50) перепишуться у вигляді 

(0, ) (0) ( ) 0u t X T t= ⋅ = , ( , ) ( ) ( ) 0u l t X l T t= ⋅ = . 
Тоді  

,0)()0( == lXX  (2.55) 
бо  інакше було б T(t)=0 і u(x,t)≡0, а ми шукаємо нетривіальний розв’язок. Таким чином приходимо до най-
простішої задачі на власні значення: знайти ті значення параметра λ, при яких існують нетривіальні 
розв’язки задачі: 





==
=λ+′′

,0)()0(
,0

lXX
XX

 (2.56) 

та знайти ці розв’язки. 
Такі значення параметра λ називаються власними значеннями, а відповідні їм нетривіальні розв’язки – 

власними функціями. Зазначимо, що задачі на знаходження власних значень та власних функцій називають 
задачами Штурма-Ліувілля. 

Розглянемо окремо наступні випадки.  
1. При λ<0 задача не має нетривіальних розв’язків. Дійсно, загальний розв’язок рівняння (2.53) має 

вигляд xx eCeCxX λ−−λ− += 21)( . Граничні умови дають )(,0)(,0)0( 2121 λ−=α=+==+= α−α leCeClXCCX . 

Тобто 21 CC −=  і 0)(1 =− α−α eeC  або 0,0 21 == CC  і X(x)≡0. 
2. При 0=λ  також не існує нетривіальних розв’язків, оскільки 21)( CxCxX += . Граничні умови дають 

;0)0()0( 221 ==+⋅= CCCX  ,0)( 1 == lClX  01 =C . Отже 0)( ≡xX . 

3. При 0>λ  загальний розв’язок рівняння може бути записано у виді xDxDxX λ+λ= sincos)( 21 . 

Враховуючи граничні умови, одержимо: 0)0( 1 ==DX , 0sin)( 2 =λ= lDlX . Якщо ми шукаємо функцію )(xX  
не рівну тотожно нулю, то 02 ≠D . Отже  

0sin =λx , (2.57) 
або n lλ = π , де n  – будь-яке додатнє ціле число. Отже, нетривіальний розв’язок задачі (2.56) можливий 

лише при значеннях ( )2
n n lλ = λ = π . Цим власним значенням відповідають власні функції 

( ) sin ,n nX x D nx l= π  де nD  – довільна стала, яку ми покладемо рівною одиниці. Цим же значенням відпо-
відатимуть розв’язки рівняння (2.54) 

( ) cos sinn n nT t A nat l B nat l= π + π , (2.58) 
де nA  і nB  – довільні сталі. 

Тоді, повертаючись до задачі (2.46)–(2.48), отримаємо функції 
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( ) ( ) ( ) x
l
nat

l
nBat

l
nAtTxXtxu nnnnn

π






 π

+
π

== sinsincos, , (2.59) 

які є частинними розв’язками рівняння (2.46). В силу лінійності і однорідності рівняння (2.46) сума частин-
них розв’язків 

∑∑
∞

=

∞

=

ππ
+

π
==

11
sin)sincos(),(),(

n
nn

n
n x

l
nat

l
nBat

l
nAtxutxu  (2.60) 

також задовольнятиме це рівняння і граничні умови (2.47). 
Для знаходження nA  і nB  скористаємось початковими умовами: 













ππ
=

∂
∂

=ψ=

π
==ϕ=

∑ ∑

∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

.sin)0,()()0,(

,sin)0,()()0,(

1 1

1 1

n n
n

n
t

n n
nn

x
l
naB

l
n

t
xuxxu

x
l
nAxuxxu

 (2.61) 

З теорії рядів Фур’є відомо, що задана на проміжку lx≤≤0  кусково-неперервна і кусково-
диференційовна функція )(xf  (з регулярними точками розриву), розкладається в ряд Фур’є 

x
l
nbxf

n
n∑

∞

=

π
=

1
sin)( , (2.62) 

де ξξ
π

ξ= ∫ d
l
nf

l
b

l

n
0

sin)(2 . (2.63) 

Якщо функції )(xϕ  і )(xψ  задовольняють умови розкладу в ряд Фур’є, то 

∫∑ ξξ
π

ξϕ=ϕ
π

ϕ=ϕ
∞

=

l

n
n

n d
l
n

l
x

l
nx

01
sin)(2,sin)( , (2.64) 

∫∑ ξξ
π

ξψ=ψ
π

ψ=ψ
∞

=

l

n
n

n d
l
n

l
x

l
nx

01
sin)(2,sin)( . (2.65) 

Тоді, порівнюючи (2.61) з (2.64)-(2.65), знаходимо  

nnnn na
lBA ψ

π
=ϕ= ; . (2.66) 

Зауважимо, що для обгрунтування методу відокремлення змінних залишається встановити умови, при 
яких ряд (2.60), де nA , nB  визначені співвідношенннями (2.66), (2.64), (2.65),  рівномірно збігається і його 
можна почленно диференціювати два рази по t  і x . Виявляється, що має місце така теорема (її доведення 
див., напр., [4]).  

Теорема. Якщо ( )xϕ  на відрізку [0, ]l  два рази неперервно диференційовна, має кусково-неперервну 
третю похідну і задовольняє умови (0) ( ) 0lϕ = ϕ = , (0) ( ) 0l′′ ′′ϕ = ϕ = , а ( )xψ  неперервно диференційовна на 
[0, ]l , має кусково-неперервну другу і задовольняє умовам узгодженості (0) ( ) 0lψ = ψ = , то функція ( , )u x t , 
визначена рядом (2.60), має неперервні похідні до другого порядку включно і задовольняє рівняння (2.46) і 
умови (2.47)-(2.48). 

Одержаний розв’язок має наступну інтерпретацію: функцію ),( txun  можна представити у вигляді:  

x
l
nta

l
nx

l
nat

l
nBat

l
nAtxu nnnnn

π
δ+

π
α=

ππ
+

π
= sin)(cossin)sincos(),( ,  (2.67) 

де 
n

n
nnnn A

Barctga
l
nBA −=δ

π
+=α , . (2.68) 

Кожна точка струни 0x  здійснює гармонічні коливання 00 sin)(cos),( x
l
nta

l
ntxu nnn

π
δ+

π
α=  з амплітудою 

.sin 0x
l
n

n
π

α  

2.3.2. Неоднорідне рівняння 
Розглянемо задачу для неоднорідного рівняння коливань  

2 2( , ) , ,0tt xx
ku a u f x t a x l= + = < <
ρ

, (2.69) 

при початкових  
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( , 0) ( ), ( , 0) ( ), 0tu x x u x x x l= ϕ = ψ ≤ ≤   (2.70) 
і однорідних граничних умовах 

0,0),(,0),0( >== ttlutu . (2.71) 
Будемо шукати розв’язок такої задачі у вигляді розкладу в ряд Фур’є по змінній x  

1
( , ) ( ) sinn

n

nu x t T t x
l

∞

=

π
= ∑ , (2.72) 

розглядаючи при цьому змінну t як параметр. Визначимо функцію ( )nT t . Для цього представимо функцію 
),( txf  і початкові умови у вигляді рядів Фур’є: 
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 (2.73) 

Підставляючи форму (2.72) у вихідне  рівняння (2.69), отримаємо  
2

2

1
sin ( ) ( ) ( ) 0n n n

n

n nx a T t T t f t
l l

∞

=

 π π  − − + =  
   

∑  . 

Остання рівність буде справедливою тоді, коли  
2

2( ) ( ) ( )n n n
nT t a T t f t
l

π + = 
 

 . (2.74) 

Для визначення ( )nT t  ми отримали звичайне диференціальне рівняння з постійними коефіцієнтами. 
Початкові умови дають: 

1 1
( , 0) ( ) (0) sin sinn n

n n

n nu x x T x x
l l

∞ ∞

= =

π π
= ϕ = = ϕ∑ ∑ , 

1 1
( , 0) ( ) (0) sin sint n n

n n

n nu x x T x x
l l

∞ ∞

= =

π π
= ψ = = ψ∑ ∑ . 

Звідки отримаємо: 
(0) , (0) .n n n nT T= ϕ = ψ   (2.75) 

Ці додаткові умови дозволяють остаточно записати розв’язок рівняння (2.74), який представляти-

меться у вигляді ( ) ( )( ) ( ) ( )I II
n n nT t T t T t= + , де  

( )

0
( ) sin ( ) ( )

t
I

n
l nT t a t f d
na l

π
= − τ τ τ

π ∫  (2.76) 

є розв’язком неоднорідного рівняння з нульовими початковими умовами, а  
( ) ( ) cos sinII
n n n

n l nT t at at
l na l

π π
= ϕ + ψ

π
 (2.77) 

– розв’язок однорідного рівняння з заданими початковими умовами. 
Таким чином, шуканий розв’язок запишеться у вигляді: 
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 (2.78) 

Тут друга сума представляє розв’язок задачі про вільні коливання струни при заданих початкових 
умовах. Перша ж сума представляє вимушені коливання струни під дією зовнішньої сили при нульових по-
чаткових умовах. 

2.3.3. Повздовжні коливання стрижня 
Розглянемо задачу про повздовжні коливання однорідного пружного стрижня довжиною l , коли 

один його кінець 0=x  закріплений, а інший lx=  – вільний. Така задача зводиться до розв’язання хвильово-
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го рівняння 

xxtt uau 2= ,  (2.79) 
при граничних  

0),(,0),0( == tlutu x  (2.80) 
та початкових умовах 

)()0,(,)()0,( xxuxxu t ψ=ϕ= . (2.81) 
Використовуючи описаний вище метод Фур’є, приходимо до наступної задачі на власні значення: 

( ) 0,
(0) 0, ( ) 0.

X x X
X X l

′′ + λ =
 ′= =

 (2.82) 

Аналогічно до п.2.3.1 отримаємо xDxDxX λ+λ= sincos)( 21 ; ;01 =D  

0cos2 =λλ lD ; 2
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4
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nX x x
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Отже, 
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2.3.4. Перша крайова задача з неоднорідними крайовими умовами 
Розглянемо загальну першу крайову задачу, що описує вимушені коливання струни з рухомими кін-

цями: знайти розв’язок рівняння 
0,0,),(2 ><<+= tlxtxfuau xxtt , (2.83) 

що задовольняє умови  
( ),0)()0,(),()0,( lxxxuxxu t ≤≤ψ=ϕ=  (2.84) 

( )0)(),(),(),0( 21 ≥µ=µ= tttluttu . (2.85) 
Введемо нову невідому функцію, поклавши ),(),(),( txvtxUtxu +=  таким чином, що ),( txv  представляє 

собою відхилення функції ),( txu  від деякої відомої функції ),( txU . Така функція ),( txv  визначається як 
розв’язок рівняння  

2 2( , ) , ( , ) ( , ) [ ]tt xx tt xxv a v f x t f x t f x t U a U= + = − −   
при умовах  

( , 0) ( ) ( , 0)v x x U x= ϕ − , ( , 0) ( ) ( , 0)t tv x x U x= ψ − , 

1(0, ) ( ) (0, )v t t U t= µ − , 2( , ) ( ) ( , )v l t t U l t= µ − . 
Виберемо додаткову функцію ),( txU  таким чином, щоб (0, ) 0v t =  і ( , ) 0v l t = . Для цього достатньо 

покласти [ ])()()(),( 121 tt
l
xttxU µ−µ+µ= . 

Тим самим перша крайова задача для функції u(x,t) зведена до крайової задачі для функції v(x,t) при 
нульових граничних умовах, яка була вже розглянута нами раніше. 

2.3.5. Загальна схема методу відокремлення змінних 
Розглянемо задачу: знайти розв’язок рівняння 

2

2
( ) ( ) ( ) , 0 , 0d du d uk x q x u x x l t

dx dx dt
  − ⋅ = ρ < < > 
 

, (2.86) 

що задовольняє умови 
( ) ( ) ;0,0,,0,0 ≥== ttlutu  (2.87) 
( ) ( ) ( ) ( ) lxxxuxxu t ≤≤ψ=ϕ= 0,0,,0, . (2.88) 

Тут k, q i ρ – неперервні на відрізку lx≤≤0  додатні функції )0,0,0( ≥>ρ> qk . Для відшукання частинних 
розв’язків звернемось, як і раніше, до допоміжної задачі: знайти нетривіальний розв’язок рівняння (2.86), 
що задовольняє граничні умови u(x,t)=0, u(l,t)=0 i зображається у вигляді добутку u(x,t) = X(x)T(t). 

Підставляючи форму розв’язку в рівняння після відокремлення змінних отримаємо: 

0,0)( =λ+′′=λρ+−



 TTXqX

dx
dXxk

dx
d . 

Для визначення функції X(x) маємо крайову задачу на власні значення: знайти ті значення парамет-
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ра λ, при яких існують нетривіальні розв’язки задачі: 

( ) 0d dXk x qX X
dx dx

  − + λρ =  
, (2.89) 

0)(,0)0( == lXX , (2.90) 
та знайти ці розв’язки. 

Нагадаємо, що такі значення параметра λ називають власними значеннями, а відповідні нетривіальні 
розв’язки – власними функціями задачі (2.89), (2.90). 

Сформулюємо основні властивості власних функцій і власних значень крайової задачі (2.89), (2.90): 
1. Існує зчисленна множина власних значень λ1<λ2< … <λn…, яким відповідають нетривіальні 

розв’язки задачі – власні функції X1(x), X2(x),…,Xn(x),… 
2. При q≥0 всі власні значення λn додатні. 
3. Власні функції Xm(x) i Xn(x) при m≠n ортогональні між собою з вагою ρ(x) на відрізку 0 ≤ x ≤ l:  

)(0)()()(
0

nmdxxxXxX
l

nm ≠=ρ∫ . (2.91) 

4. (Теорема розкладу В. А. Стєклова). Довільна, двічі неперервно диференційовна функція )(xF , яка 
задовольняє крайові умови 0)()0( == lFF , розкладається в рівномірний і абсолютно збіжний ряд за власними 
функціями { })(xX n : 

1

( ) ( )n n
n

F x F X x
∞

=

= ∑ , (2.92) 

2
0

1 ( ) ( ) ( )
l

n n
n

F F x X x x dx
X

= ρ∫ , ∫ ρ=
l

nn dxxxXX
0

22 )()( . (2.93) 

5. Кожному власному значенню відповідає з точністю до постійного множника тільки одна власна 
функція. 

Залишаючи сформульовану вище теорему Стєклова без доведення, зупинимось коротко на визначенні 

коефіцієнтів розкладу. Дійсно, помноживши обидві частини рівності ∑
∞

=
=

1
),()(

n
nn xXFxF  на )()( xXx nρ , проін-

тегрувавши по змінній x від 0 до l та враховуючи ортогональність власних функцій, отримаємо записаний 
вище вираз для коефіцієнтів nF  (коефіцієнтів Фур’є). 

Для визначення функції )(tT  допоміжної до (2.86)–(2.88) задачі маємо рівняння 
0=λ+′′ TT n . (2.94) 

В силу додатності nλ  його розв’язок має вигляд  

tBtAtT nnnnn λ+λ= sincos)( , 
де An  і  Bn – невизначені коефіцієнти. Таким чином, допоміжна задача має нескінченну множину розв’язків 
виду  

).()sincos()()(),( xXtBtAxXtTtxu nnnnnnnn λ+λ=⋅=   
Повернемось до розв’язання задачі з заданими початковими умовами. Будемо шукати розв’язок у ви-

гляді 

.)()sincos(),(
1

∑
∞

−
λ+λ=

n
nnnnn xXtBtAtxu  (2.95) 

Формальна схема задоволення початковим умовам (2.88) базується на теоремі розкладу Стєклова і 
проводиться так само, як і для однорідної струни. З рівностей 

∑
∞

=
=ϕ=

1
)()()0,(

n
nn xXAxxu , ∑

∞

=
λ=ψ=

1
)()()0,(

n
nnnt xXBxxu , 

знаходимо, що 

nnA ϕ= , nnnB λψ= , (2.96) 
де nϕ  і nψ  – коефіцієнти Фур‘є функцій )(і)( xx ψϕ  при розкладі за ортогональною з вагою )(xρ  системою 
функцій { })(xX n . 

2.3.6. Вільні коливання прямокутної мембрани 

Як було зазначено раніше, відхилення ( )yxtu ,,  мембрани від положення рівноваги описуються 
розв’язком диференціального рівняння 



 244 

cybxtuuau yyxxtt <<<<>+= 0,0,0),(2 , (2.97) 
який задовольняє початкові  

cybxyxyxuyxyxu t ≤≤≤≤ψ=ϕ= 0,0),,(),,0(),,(),,0( , (2.98) 
та крайові умови 

( , 0, ) ( , , ) 0u t y u t b y= = , (2.99) 
( , , 0) ( , , ) 0, 0u t x u t x c t= = ≥ . (2.100) 

Як і в попередньому випадку, для побудови розв‘язку задачі (2.97)-(2.100) розв‘яжемо спочатку до-
поміжну задачу: знайдемо нетривіальні розв‘язки рівняння (2.97), які б задовольняли крайові умови (2.99), 
(2.100). 

Ці розв‘язки будемо шукати у вигляді  
0),()(),,( ≠⋅= yxVtTyxtU . (2.101) 

Підставляючи (2.101) у рівняння (2.97) і крайові умови (2.99), (2.100) та відокремлюючи змінні, одер-
жимо 

0)()( 2 =λ+′′ tTatT , (2.102) 
0,

(0, ) ( , ) 0, ( , 0) ( , ) 0, .
xx yyV V V

V y V b y V x V x c const

+ + λ =


= = = = λ =
 (2.103) 

Рівняння 0=λ++ VVV yyxx  називається рівнянням Гельмгольца.  
Одержану задачу на власні значення (2.103) для диференціального рівняння з частинними похідними 

2-го порядку також розв’язуємо методом відокремлення змінних. Для цього покладемо 
0)()(),( ≠= yYxXyxV . (2.104) 

Відокремлюючи змінні у задачі (2.103), одержимо  





==
=µ+′′
;0)()0(

,0)()(
bXX

xXxX  (2.105) 





==
=µ−λ+′′

.0)()0(
,0)()()(

cYY
yYyY  (2.106) 

Повторюючи аналогічно до попереднього дослідження одержаних задач на власні значення, матиме-
мо 

( )
( )

2
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2
2

, ( ) sin( ), 1, 2, 3, ..,

, ( ) sin( ), 1, 2, 3...

n

m

n b X x C nx b n

m c Y y C my c m

µ = π = π =

λ − µ = π = π =
  

Таким чином, власними значеннями задачі (2.103) є числа ( ) ( )22
, cmbnmn π+π=λ , яким відповідають 

власні функції 
,...,3,2,1,),sin()sin(),( ,, =π⋅π= mncmybnxAyxV mnmn  

де 21, CCA mn ⋅=  – деякий сталий множник. Виберемо його таким чином, щоб норма власної функції 
),(, yxV mn  з вагою 1 була рівна одиниці, тобто  

1sinsin
00

2

00

2
,

2
, =

π
⋅

π
= ∫∫∫∫ dydxy

c
mx

b
nAdydxV

b cb c

mnmn . 

З останньої рівності знаходимо 2
1

)(2,
−⋅= cbA mn . Ортогональність функцій { }),(, yxV mn  у прямокутнику, 

що розглядається, очевидна і не вимагає доведення. Таким чином, система функцій 
1

2

, ( , ) 2( ) sin sin , , 1, 2, 3, ... ,n mV x y b c nx b my c n m
−

= ⋅ ⋅ π ⋅ π =  (2.107) 

є ортонормованою системою власних функцій прямокутної мембрани. 
Відзначимо, що серед знайдених власних значень mn,λ  можуть бути і кратні, тобто такі власні зна-

чення, яким відповідає не одна, а декілька лінійно незалежних власних функцій. Число лінійно незалежних 
власних функцій, які відповідають власному значенню mn,λ , залежить від кількості розв‘язків ,n m N∈  рів-

няння ( ) ( ) mncmbn ,
22 λ=π+π . 

Підставивши знайдені значення mn,λ  у рівняння (2.102) та проінтегрувавши його, одержимо 

,sincos)( ,,,,, taCtaBtT mnmnmnmnmn λ⋅+λ⋅=  де mnB ,  і mnC ,  – довільні сталі. Підставляючи (2.107) у рівність 
(2.101), маємо 

).,()sincos(),,( ,,,,,, yxVtaCtaByxtu mnmnmnmnmnmn λ⋅+λ⋅=   (2.108) 
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Ми одержали нескінченну множину частинних розв’язків лінійного однорідного рівняння (2.97), які 
задовольняють крайові умови (2.99), (2.100). Тоді і ряд  

∑∑
∞

=

∞

=
=

1 1
, ),,(),,(

n m
mn yxtuyxtu  (2.109) 

також буде розв’язком рівняння (2.97) і задовольняє крайові умови (2.99), (2.100). 
Коефіцієнти mnmn CB ,, ,  визначаємо таким чином, щоб ряд (2.109) задовольняв і початкові умови 

(2.98). Для цього підставимо (2.109) у (2.98):  
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dydxyxVCayx

yxVByx
 (2.110) 

Помноживши ряди (2.110) на функцію ),(, yxV sk  та проінтегрувавши одержані результати по прямоку-
тнику, матимемо 

∫∫∫∫ ψ
λ

=ϕ=
bc

mn
mn

mn

bc

mnmn dydxyxVyx
a

CdydxyxVyxB
00

,
,

,
00

,, ),(),(1,),(),( . 

Підставляючи знайдені значення mnmn CB ,, ,  у ряд (2.109), одержимо розв’язок вихідної задачі (2.97)–
(2.100). 
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3. Рівняння параболічного типу 

3.1. Принцип максимуму для розв’язків рівняння теплопровідності 

Нехай Ω – обмежена область простору 3R  змінних (x,y,z). Позначимо через Q в просторі 4R  змінних 
(x,y,z,t) циліндр, основа якого є область Ω, а твірні – паралельні осі Ot, а саме: (0, )Q = Ω× ∞ . Нехай QТ – ча-
стина цього циліндра, обмежена зверху площиною t=T (T>0). Частину межі циліндра QТ, що складається з її 
нижньої основи (t=0) і бічної поверхні, позначимо через Г. 

Розглянемо наступну задачу: знайти в циліндрі QТ розв’язок рівняння теплопровідності 
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u  (3.1) 

що задовольняє початковій  
( )0 , , (( , , ) )tu x y z x y z= = ϕ ∈ Ω  (3.2) 

і крайовій умові 
( , ) ( [0, ])P Su P t t T∈ = ψ ∈ , (3.3) 

де S – межа області Ω, P – точка поверхні S. Функції ϕ і ψ неперервні, причому значення ψ при t=0 співпа-
дають із значеннями ϕ на границі S. 

Задача знаходження розв’язку рівняння (3.1) при умовах (3.2), (3.3) називається першою крайовою за-
дачею для рівняння теплопровідності. 

Теорема. Функція u(x,y,z,t), що задовольняє однорідне рівняння теплопровідності (3.1) в середині ци-
ліндра QТ і неперервна всюди до його границі, набуває найбільше і найменше значення на Г, тобто або при 
t=0, або на бічній поверхні циліндра QТ. 

Оскільки теорема про мінімум зводиться до теореми про максимум зміною знаку функції u(x,y,z,t), то 
обмежимось доведенням теореми про максимум. 

Позначимо через М найбільше значення функції u(x,y,z,t) в циліндрі TQ , а через m – найбільше зна-
чення u(x,y,z,t) на Г. Припустимо, що існує такий розв’язок u(x,y,z,t), для якого M>m, тобто для якого теоре-
ма про максимум неправильна. Нехай ця функція приймає значення М в точці (x0,y0,z0,t0), де (x0,y0,z0) нале-
жить Ω і 0<t0≤T. 

Розглянемо функцію  
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mMtzyxutzyxv −+−+−
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де d – діаметр області Ω. На бічній поверхні циліндра QТ і на його нижній основі 

MmMmMmtyxv <+=
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а Mtzyxv =),,,( 0000 . 
Отже, ),,,( tzyxv , так само, як і ),,,( tzyxu  не приймає найбільшого значення ні на бічній поверхні QТ, 

ні на його нижній основі. Нехай ),,,( tzyxv приймає найбільше значення в точці ),,,( 1111 tzyx , де 

1 1 1( , , )x y z ∈ Ω  і 0<t1≤T. Тоді в цій точці другі похідні 2
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З іншого боку 
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що суперечить (3.4). Теорема доведена. 
З доведеної теореми безпосередньо випливає, що: 
1. Розв’язок першої крайової задачі (3.1)-(3.2) в циліндрі QТ єдиний. 
Справді, якщо б ми мали два розв’язки u1 та u2 задачі, то їх різниця 21 uuw −= , що задовольняє однорі-

дному рівнянню (3.1), перетворилась би на нуль як при t=0, так і на поверхні S області Ω. Але тоді, в силу 
принципу максимуму, випливає, що w тотожно рівна нулю в області Ω при 0<t≤T, тобто 21 uu = . 

2. Розв’язок першої граничної задачі (3.1)-(3.2) неперервно залежить від правих частин початкової і 
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крайової умов. 
Дійсно, якщо різниця функцій, що входять відповідно в початкову та крайову умови, за абсолютною 

величиною не перевищує деякого додатного числа ε, то і різниця 21 uuw −=  відповідних розв’язків, як 
розв’язок однорідного рівняння теплопровідності з малими початковими і граничними значеннями, у всьому 
циліндрі QТ за абсолютною величиною не буде перевищувати ε.  

3.2. Метод відокремлення змінних 

3.2.1. Однорідне рівняння теплопровідності 
Розглянемо першу крайову задачу для однорідного рівняння теплопровідності: знайти в області 

(0, ) (0, )l × +∞  розв’язок рівняння 
2

t xxu a u= , (3.5) 
за початкової 

lxxxu ≤≤ϕ= 0),()0,(  (3.6) 
і однорідних крайових умов 

(0, ) 0, ( , ) 0, 0u t u l t t= = < < ∞ . (3.7) 
Для формального розв’язання цієї задачі розглянемо, аналогічно до п.2.3.1, спочатку допоміжну зада-

чу: знайти не рівний тотожно нулю розв’язок рівняння xxt uau 2= , який задовольняє однорідні крайові умови 
0),(,0),0( == tlutu  (3.8) 

і записується у вигляді 
( , ) ( ) ( )u x t X x T t= ⋅ . (3.9) 

Підставляючи (3.9) в рівняння (3.5) і поділивши обидві частини на TXa ⋅⋅2 , отримаємо 

λ−=
′′

=
′

X
X

T
T

a2
1 , (3.10) 

де λ=const. Оскільки ліва частина рівності залежить тільки від t, а права від х, то приходимо до наступних 
звичайних диференціальних рівнянь для визначення функцій X  і T : 

0=λ+′′ XX , (3.11) 
02 =λ+′ TaT . (3.12) 

Згідно крайових умов (3.8) отримаємо 
0)(,0)0( == lXX . (3.13) 

Таким чином, для визначення функції Х(х) маємо задачу на власні значення (задачу Штурма-Ліувілля) 
0)(,0)0(,0 ===λ+′′ lXXXX , (3.14) 

яка вже досліджувалась нами раніше і, зокрема, одержано  
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Цим значенням nλ  відповідають розв’язки рівняння (3.12) 
ta

nn neCtT λ−=
2

)( , (3.16) 
де nC  – не визначені поки що коефіцієнти. 

Таким чином, частинними розв’язками рівняння (3.5), що задовольняють нульові крайові умови, є 
функції 

2
( , ) ( ) ( ) sinna t

n n n nu x t X x T t C e nx l− λ= ⋅ = ⋅ π . (3.17) 
Складемо формально ряд 
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Функція ),( txu  задовольняє крайові умови. Вимагаючи задоволення початкової умови, отримаємо 

∑
∞

=

π
==ϕ

1
sin)0,()(

n
n x

l
nCxux , (3.19) 

тобто nC  є коефіцієнтами Фур’є функції ϕ(х) (при формальному її розкладі в ряд за синусами на інтервалі 
(0,l)) 

∫ ξξ
π

ξϕ=ϕ=
l

nn d
l
n

l
C

0
sin)(2 . (3.20) 
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Зазначимо, що обгрунтування формально побудованого нами розв’язку пов’язане із встановленням 
вимог, яким повинна задовольняти функція ϕ(х). Справедливим є твердження, що якщо функція ϕ(х) непе-
рервна, має кусково-неперервну похідну і задовольняє умови ϕ(0)=0 і ϕ(l)=0, то: 1) дана функція допускає 
розклад (3.19), (3.20); 2) функція ( , )u x t , що визначається рядом  

( )2

1 0

2( , ) ( ) sin sin
l

na l t

n

n nu x t d e x
l l l

∞
− π

=

 π π = ϕ ξ ξ ξ
  

∑ ∫ , (3.21) 

є неперервною, неперервно диференційовною по t та двічі неперервно диференційовною по x (даний ряд є 
рівномірно збіжним і його можна почленно двічі диференціювати по x і один раз по t); 3) функція ( , )u x t  за-
довольняє рівняння (3.5) та умови (3.6), (3.7). 

Перетворимо розв’язок (3.21), замінюючи nC  їх значеннями 

( )2

1 0

2( , ) ( ) sin sin
l

na l t

n

n nu x t d e x
l l l

∞
− π

=

 π π = ϕ ξ ξ ξ ⋅ =
  

∑ ∫   

( )2

10

2 sin sin ( ) .
l

na l t

n

n ne x d
l l l

∞
− π

=

 π π
= ⋅ ξ ϕ ξ ξ 

  
∑∫  

Зміна порядків сумування й інтегрування завжди справедливе при t>0 в силу того, що ряд в дужках 
збігається рівномірно по ξ при t>0. 

Позначимо 

( )2

1

2( , , ) sin sinna l t

n

n nG x t e x
l l l

∞
− π

=

π π
ξ = ⋅ ξ∑ . (3.22) 

Користуючись цією функцією, можна представити u(x,t) у вигляді 

∫ ξξϕξ=
l

dtxGtxu
0

)(),,(),( . 

Функція ),,( txG ξ  називається функцією миттєвого точкового джерела. 

3.2.2. Неоднорідне рівняння теплопровідності 
Розглянемо неоднорідне рівняння теплопровідності 

),(2 txfuau xxt +=  (3.23) 
з початковою 

0)0,( =xu  (3.24) 
і граничними умовами 

0),(,0),0( == tlutu . (3.25) 
Будемо шукати розв’язок u(x,t) цієї задачі у вигляді ряду Фур’є за власними функціями задачі (3.15), 

тобто за функціями { })sin( lnxπ : 

∑
∞

=
π=

1
)(sin)(),(

n
n lnxtutxu , (3.26) 

вважаючи при цьому змінну t параметром. Для цього визначимо спочатку функції )(tun . Припустимо, що 
функція f(x,t) допускає розклад у ряд: 

( )
1

, ( ) sin ( )n
n

f x t f t nx l
∞

=

= π∑ , (3.27) 

де ∫ ξξπξ=
l

n dlntf
l

tf
0

)(sin),(2)( . 

Підставляючи (3.26) та (3.27) у вихідне рівняння, матимемо 

2

1

sin ( ){( ) ( ) ( ) ( )} 0n n n
n

nx l na l u t u t f t
∞

=

π π + − =∑  . 

Звідси 
)()()()( 22 tftulnatu nnn +π−= . (3.28) 

Користуючись початковими умовами для розв’язку u(x,t):  
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0)sin()0()0,(
0

=π=∑
∞

lnxuxu n , 

отримаємо початкову умову для )(tun : 
0)0( =nu . (3.29) 

Розв’язуючи задачу (3.28), (3.29), знаходимо 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ττ= τ−π−
t

n
taln

n dfetu
0

22
. (3.30) 

Підставляючи вираз (3.30) у формулу (3.26), отримаємо 

( )
( )

( )∑ ∫
∞

=

τ−





 π

− π
















ττ=

1 0
sin,

2
2

n

t

n
ta

l
n

x
l
ndfetxu . (3.31) 

Користуючись виразом (3.27) для ( )τnf  і перетворюючи знайдений розв’язок (3.31), остаточно одер-
жимо: 

( )
( )

( )

( ) ( ) .,,,

,sinsin2,

00

00 1

2
2

∫∫

∫∫ ∑

τξτξ⋅τ−ξ=

=τξτξ















ξ

π
⋅

π
=

∞

=

τ−





 π

−

t l

t l

n

ta
l
n

ddftxG

ddf
l
nx

l
ne

l
txu

 (3.32) 

3.2.3. Перша крайова задача з неоднорідними умовами 
Розглянемо таку крайову задачу для рівняння теплопровідності: знайти розв’язок рівняння 

( )txfuau xxt ,2 += , (3.33) 
що задовольняє додаткові умови: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttluttuxxu 21 ,,,0,0, µ=µ=ϕ= . 
Введемо нову невідому функцію v(x,t) таку, що 

( ) ( ) ( )txvtxUtxu ,,, += . 
Функція v(x,t) буде визначатись як розв’язок рівняння 

( )txfvav xxt ,2 =− , ][),(),( 2
xxt UaUtxftxf −−= , 

що задовольняє додаткові умови 
( ) ( ) ( )1 2, 0 ( ) ( , 0); 0, ( ) (0, ); , ( ) ( , ).v x x U x v t t U t v l t t U l t= ϕ − = µ − = µ −  

Виберемо допоміжну функцію U(x,t) таким чином, щоб (0, ) 0v t =  і ( , ) 0v l t = . Для цього достатньо по-

класти ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tt
l
xttxU 121, µ−µ+µ= . 

Таким чином, знаходження функції u(x,t) зведено до знаходження функції v(x,t), яка є розв’язком кра-
йової задачі з нульовими крайовими умовами, яка була розглянута нами раніше. 

 

3.2. Процеси поширення тепла в необмежених областях. Постановка задачі Коші та 
існування її розв’язку 

Дослідження процесів поширення тепла в необмежених областях будемо розглядати на прикладі за-
дачі в необмеженому однорідному стержні, бічна поверхня якого теплоізольована. Математично така задача 
формулюється таким чином: знайти функцію ),( txu  ( , 0)x t−∞ < < +∞ ≥ , що задовольняє рівняння теплопро-
відності 

2 ( , 0)t xxu a u x t= −∞ < < +∞ >  (3.34) 
і початкову умову 

)()(| 0 +∞<<∞−ϕ== xxu t , (3.35) 

де φ(х) – деяка задана на 1R  функція. Сформульована задача є задачею Коші.  
Виявляється, що за умови  обмеженості та неперервності функції φ(х) розв’язок такої задачі існує, він 

єдиний і неперервно залежить від даної функції. А саме, існує обмежена, неперевно диференційовна (один 
раз по t та двічі по x) функція ),( txu , яка в області ( , ) (0, )G = −∞ +∞ × ∞  задовольняє рівняння (3.34), допускає 
неперевне продовження на границю 0t =  цієї області та задовольняє умову (3.35). 

Покажемо, що розв’язок цієї задачі існує (доведення його єдиності та неперервної залежності від по-



 250 

чаткових умов можна знайти в [4]). Для цього знайдемо спочатку частинні розв’язки рівняння (3.34) у ви-
гляді 

0)()(),( ≠⋅= xXtTxtu . (3.36) 
Підставляючи (3.36) в рівняння (3.34) та відокремлюючи змінні, одержимо 

0)()( 2 =λ+′ tTatT , (3.37) 
0)()( =λ+′′ xXxX , (3.38) 

де λ – довільна дійсна стала. Рівняння (3.37) і (3.38) мають обмежені розв’язки тоді, коли 0≥λ , отже 
taeCtTxCxCxX

2

321 )(,sincos)( λ−=λ+λ= .  

Покладемо +∞<<∞−=λ kk ,2 . Тоді, згідно з (3.36) матимемо 

)sin)(cos)((),(
22

kxkBkxkAextu tak
k += − , (3.39) 

де ( ) ( ) 3231 , CCkBCCkA ==  – довільні сталі, які залежать від параметра k. 
Функція uk(t,x), визначена за формулою (3.39), є розв’язком рівняння (3.34) при довільних A(k) і B(k). 

Тому функція 

( ) ( ) ( )( )∫
+∞

∞−

− += dkkxkBkxkAextu tak sincos,
22

 (3.40) 

також буде розв’язком рівняння (3.34), якщо інтеграл у правій частині (3.40) рівномірно збігається і його 
можна диференціювати під знаком інтеграла один раз по змінній t і двічі по змінній х. Нехай ці умови вико-
нуються. 

Згідно з початковою умовою (3.35) матимемо 

( ) ( ) ( )( )∫
+∞

∞−

⋅+⋅=ϕ dkkxkBkxkAx sincos . (3.41) 

Припустимо, що функція φ(х) допускає її представлення за формулою Фур’є (нехай дана функція є 
неперервною та обмеженою на всій осі): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .sinsincoscos
2
1

cos
2
1

dkdkkxdkkx

dxkdkx

∫ ∫∫

∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−












ξξξϕ+ξξξϕ

π
=

=ξ−ξξϕ
π

=ϕ

 (3.42) 

Порівнюючи (3.41) і (3.42), одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ξξξϕ
π

=ξξξϕ
π

= dkkBdkkA sin
2
1;cos

2
1 . 

Підставляючи знайдені коефіцієнти в (3.40), матимемо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫
+∞

∞−

−
+∞+∞

∞−

−
+∞

∞−

ξ−ξξϕ
π

=ξ−ξξϕ
π

= dxkedkdxkedkxtu tkatka cos1cos
2
1,

2222

0
. 

В останній рівності використано парність підінтегральної функції, як функції від k. Змінюючи в ній 
порядок інтегрування, отримаємо: 

( ) ( ) ( )∫∫
+∞

−
+∞

∞−

−ξξξϕ
π

=
0

cos1,
22

dkxkedtxu tka . 

З курсу “Диференціального та інтегрального числення” відома формула 

0,
2

cos 2

2

22
4

0
≠

π
=β

β
−∞+

−∫ ce
c

dkke ckc . 

Враховуючи останнє співвідношення, остаточно одержимо розв’язок вихідної задачі 

( ) ( )
( )

∫
∞+

∞−

−ξ
−

ξ
π

ξϕ= de
ta

xtu ta
x
2

2

4
2

1, . (3.43) 

Формула (3.43) називається формулою Пуассона.  
Безпосередньою перевіркою легко переконатись, що функція 

( )
( )

ta
x

e
ta

xtG 2

2

4
2

1,,
−ξ

−

π
=ξ  (3.44) 
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як функція від (t,x) є також розв’язком рівняння (3.34), і її називають фундаментальним розв’язком рівняння 
теплопровідності. 

Покажемо, що для довільної неперервної і обмеженої функції φ(х) функція (3.43) є розв’язком рівнян-
ня теплопровідності (3.34). Для цього потрібно довести, що інтеграл (3.43) та інтеграли, які одержуються із 
(3.43) шляхом диференціювання під знаком інтеграла один раз по змінній t і двічі по змінній х, збігаються 
рівномірно при t>0. Продиференціюємо (3.43) один раз по t і двічі по х. Матимемо 

( ) ( ) ( )
( )

∫
∞+

∞−

−ξ
−

ξξϕ











−

−ξ
π

= de
tta

x
ta

xtu ta
x

t
2

2

4
22

2

2
1

42
1, , 

( ) ( )
( )

∫
∞+

∞−

−ξ
−

ξξϕ
−ξ

π
= de

ta
x

ta
xtu ta

x

x
2

2

4
222

1, , 

( ) ( ) ( )
( )

∫
+∞

∞−

−ξ
−

ξξϕ











−

−ξ
π

= de
tata

x
ta

xtu ta
x

xx
2

2

4
224

2

2
1

42
1, . 

Як бачимо, вирази для похідних складаються із суми інтегралів вигляду: 

( )( )
( )

∫
+∞

∞−

−ξ
−

ξ−ξξϕ= dex
t

I ta
x

m
k

2

2

41 , (3.45) 

де k і m – деякі невід’ємні сталі. 
Покладемо в (3.45)  

0,
2

>
−ξ

=α t
ta

x . (3.46) 

Тоді (3.45) запишеться у вигляді 

( ) ( )∫
∞+

∞−

α−−
+

+ ααα+ϕ= detaxtaI mkm
m 2

22 2
1

1 . 

Функція φ(х) обмежена, отже існує таке скінчене число М, що для всіх Mxx ≤ϕ+∞−∞∈ )();( . Тоді при 

t>0 підінтегральний вираз мажорується функцією 
2α−α eM m , яка є інтегрованою на проміжку );( +∞−∞ . Та-

ким чином, інтеграл (3.45) збігається рівномірно при довільних невід’ємних сталих k і m, а отже, в (3.43) 
можна диференціювати під знаком інтеграла один раз по змінній t і двічі по змінній х. 

Покажемо тепер, що функція (3.43) задовольняє і початкову умову (3.35), тобто 
( ) ( ) ( )+∞−∞∈ϕ=

→
;всіх  для ,lim

0
xxxtu

t
. Для цього у формулі Пуассона замість ξ введемо нову змінну інтегру-

вання α за формулою (3.46). Одержимо 

( ) ( )∫
+∞

∞−

α− αα+ϕ
π

= detaxxtu
2

21, . (3.47) 

В теорії невласних інтегралів відома рівність 

11 2
=α

π ∫
+∞

∞−

α− de . (3.48) 

Помножимо (3.48) на φ(х) і віднімемо від (3.47). Одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
+∞

∞−

α− αϕ−α+ϕ
π

=ϕ− dextaxxxtu
2

21, , 

а значить 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

α− αϕ−α+ϕ
π

≤ϕ− dextaxxxtu
2

21, . (3.49) 

Внаслідок обмеженості функції φ(х) для довільних x, t, α  матимемо 
Mxtax 2)()2( ≤ϕ−α+ϕ . 

Враховуючи останню нерівність в (3.49), одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫
+

−

+∞
α−α−

−

∞−

α− α
π

+αϕ−α+ϕ
π

+α
π

≤ϕ−
N

N N

N
deMdextaxdeMxxtu

222 2212, , 

де N – довільна стала. В силу збіжності (3.48) для довільного як завгодно малого числа ε>0 можна вибрати 
настільки велике число N, що 
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3
2;

3
2 22 ε

≤α
π

ε
≤α

π ∫∫
+∞

α−

∞−

α−

N

N
deMdeM . 

Оскільки функція φ(х) неперервна, то для всіх t, досить близьких до нуля, і при N≤α  матимемо 

( ) ( )
3

2 ε
≤ϕ−α+ϕ xtax . 

А отже, з (3.50) одержимо для t досить близьких до нуля 

( ) ( ) ε=









α

π
+

ε
≤α

π
ε

+ε≤ϕ− ∫∫
+∞

∞−

α−
+

−

α− dedexxtu
N

N

22 12
333

2, . 

Із останньої рівності в силу довільності ε випливає, що ( ) ( )xxtu
t

ϕ=
→

,lim
0

, тобто формула Пуассона задо-

вольняє і початкову умову (3.35). 



 253 

4. Рівняння еліптичного типу 

4.1. Гармонічні функції та їх властивості 

4.1.1. Фундаментальні розв’язки рівняння Лапласа 
Як уже зазначалось раніше, при дослідженні стаціонарних процесів різної фізичної природи (теплоп-

ровідність, дифузія та ін.) приходять до рівнянь еліптичного типу. Найбільш поширеним рівнянням цього 
типу є рівняння Лапласа 

0=∆u . 
Функція u називається гармонічною в області Т, якщо вона неперервна в цій області разом зі своїми 

похідними до 2-го порядку і задовольняє рівняння Лапласа. Зауважимо, що при вивченні гармонічних функ-
цій були розроблені різні математичні методи, які виявились досить ефективними і при застосуванні до рів-
нянь гіперболічного та параболічного типів. 

Нагадаємо, що рівняння Лапласа у сферичних і циліндричних координатах відповідно має вигляд 
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За умови сферичної симетрії розв’язку рівняння (4.1) приходимо до звичайного диференціального рі-
вняння 

2 ( ) 0dU rd r
dr dr

  = 
 

. 

Його частинний розв’язок 

r
U 1

0 = , (4.3) 

називають фундаментальним розв’язком рівняння Лапласа в просторі. 
Аналогічно, за умови циліндричної симетрії частинний розв’язок рівняння рівняння (4.2) 

ρ
=

1ln0U . (4.4) 

називають фундаментальним розв’язком рівняння Лапласа на площині. 

4.1.2. Гармонічні функції та аналітичні функції комплексної змінної 
Досить загальним методом розв’язку рівняння Лапласа є метод, що використовує функції комплекс-

ної змінної. 
Нехай ( ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y= = +  – деяка функція комплексної змінної iyxz += , де u та v є дійсними 

функціями змінних x і y. Нагадаємо, що функція w є аналітичною, якщо u і v є неперервно диференційовни-
ми функціями та виконуються умови Коші-Рімана 





−=
=

.
,
xy

yx
vu

vu
 (4.5) 

З теорії функцій комплексної змінної відомо: 
– аналітична в деякій області G функція, а також її дійсна та уявна частини, мають в цій області похідні 

всіх порядків; 
– дійсна і уявна частини аналітичної функції є гармонічними функціями.  
– за кожною гармонічною функцією u  в однозв’язній області завжди можна знайти (з точністю до конс-

танти) таку функцію v , що ( ) ( , ) ( , )w z u x y iv x y= +  є аналітичною функцією 

(
0 0

( , )

( , )

( , )
x y

x y

u uv x y dx dy c
y x

∂ ∂
= − + +

∂ ∂∫ , де c const= ; 0 0( , )x y  – фіксована точка, а інтегрування здійснюється 

вздовж довільного кусково гладкого контура, що сполучає точки 0 0( , )x y  та ( , )x y ). 
Гармонічні функції, які пов’язані умовами Коші-Рімана, називають спряженими гармонічними функ-

ціями. 
Розглянемо перетворення 





==
==

),,(),,(
),,(),,(

yxvvvuyy
yxuuvuxx  (4.6) 

що взаємно однозначно відображає задану область G  площини ),( yx  на деяку область G′  площини ),( vu . 
Нехай ),( yxUU =  – деяка дійсна двічі неперервно диференційована функція, що визначена в області 
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G. 
Обчислимо похідні функції 

2 2

2 2
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xx uu x vv x uv x x u xx v xx

yy uu y vv y uv y y u yy v yy
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звідки отримаємо 

.)(~)(~
)(~2)(~)(~ 2222

yyxxvyyxxu

yyxxuvyxvvyxuuyyxx

vvUuuU
vuvuUvvUuuUUU

++++

++++++=+
 (4.7) 

Якщо u і v є спряженими гармонічними функціями, то перетворення (4.6) еквівалентне перетворенню, 
що здійснюється аналітичною функцією 

)()( iyxzivuzfw +=+== . (4.8) 
В силу умов Коші-Рімана (4.5) повинні виконуватись рівності  

( ) .0,2222222 =+′=+=+=+ yyxxxyxxyx vuvuzfvvvuuu  
Підставляючи ці співвідношення у формулу (4.7), отримаємо  

( )2)~~( zfUUUU vvuuyyxx ′⋅+=+  або 
( )

U
zf

yxuv ,2
1

∆
′

=∆ . (4.9) 

Звідси випливає, що в результаті перетворення (4.8) гармонічна функція в області G функція ( )yxU ,  

переходить у функцію ( )vuUU ,~
= , гармонічну в області G′ , якщо тільки ( ) 0f z′ ≠  в області G . 

Зауваження. Легко бачити, що якобіан ( , )J x y  перетворення (4.6) співпадає із квадратом модуля по-

хідної відповідної аналітичної функції ( )f z . Дійсно, ( ) 22 2 2 2( , ) x y y x x y x yJ x y u v u v u u v v f z′= − = + = + = . Отже, 

умова ( ) 0f z′ ≠  ( z G∀ ∈ ) є одночасно і умовою взаємної однозначності такого перетворення. 
 

4.2. Загальні властивості гармонічних функцій 

4.2.1. Формули Гріна 
Для виведення формул Гріна, які часто використовують при вивченні рівнянь еліптичного типу, ско-

ристаємось відомою формулою Остроградського, яка має вигляд 
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coscoscos , (4.10) 

де T – деякий об’єм, що обмежений достатньо гладкою поверхнею Σ, P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) – довільні, не-
перервні в T+Σ функції, які мають неперервні похідні в T, ( )nx=α ,  ( )ny=β , ( )nz=γ  – кути зовнішньої нор-
малі n до поверхні Σ з координатними осями, dxdydzd =τ  – елемент об’єму. Нагадаємо, що формулу (4.10) 
можна записати ще й так: 
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σ=τ dAdivAd n
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, (4.11) 

де ( , , )A P Q R= , 
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+
∂
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=  і γ+β+α= coscoscos RQPAn  – складова вектора A вздовж зовнішньої но-

рмалі. 
Перейдемо тепер до виведення формул Гріна. Нехай ( )zyxuu ,,=  і ( )zyxvv ,,=  – неперервні разом з сво-

їми першими похідними в T+Σ функції, що мають неперервні другі похідні в T. Покладемо 
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і, користуючись формулою Остроградського (4.11), приходимо до так званої  першої формули Гріна 
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де 2

2

2
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2

2

zyx ∂

∂
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∂
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∂

∂
=∆  – оператор Лапласа, 

zyxn ∂
∂

γ+
∂
∂

β+
∂
∂

α=
∂
∂ coscoscos  – похідна за напрямком зовнішньої 

нормалі. 
Якщо врахувати співвідношення 
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то формулу Гріна можна представити у вигляді 

∫∫∫∫∫∫∫∫
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σ
∂
∂

+τ∇∇−=τ∆ d
n
vuvduvdu
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. (4.12') 

Міняючи місцями функції u і v, будемо мати 
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. (4.13) 

Віднімаючи від рівності (4.12') рівність (4.13), отримаємо другу формулу Гріна 
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Для функцій ( )yxuu ,=  і ( )yxvv ,=  двох змінних мають місце аналогічні формули Гріна. 

Як було показано в 4.1.1, функція ( )0 1U M r= , де ( ) ( ) ( )
0

2 2 2
0 0 0MMr r x x y y z z= = − + − + −  – відс-

тань між точками ( )zyxM ,,  і ( )0000 ,, zyxM , задовольняє рівняння Лапласа при 0MM ≠ . 
Нехай ( )Mu  – гармонічна функція, неперервна разом зі своїми першими похідними в області Σ+T  і 

така, що має другі похідні в T . Розглянемо функцію 
0

1 MMv r= , де 0M  – деяка внутрішня точка області Т. 

Оскільки ця функція є розривною в точці ( )0000 ,, zyxM , то безпосередньо застосувати другу формулу Гріна 
в області Т до функцій u і v не можна. Проте функція 

0
1 MMv r=  обмежена в області ε−KT  з границею 

εΣ+Σ , де εK  – куля радіуса ε  з центром у точці 0M  і поверхнею εΣ . 
Застосовуючи другу формулу Гріна до функцій u і 

0
1 MMv r=  в області ε−KT , отримаємо: 

1 1 1 1 1 1

T K

u uu u d u d u d d
r r n r r n n r r n

ε ε ε− Σ Σ Σ

 ∂ ∂  ∂ ∂     ∆ − ∆ τ= − σ+ σ− σ      ∂ ∂ ∂ ∂      ∫∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ . (4.15) 

У правій частині цієї рівності тільки останні два інтеграли залежать від ε . Обчислюючи похідну по 
зовнішній нормалі до області ε−KT  на εΣ , знайдемо 

2
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rn r r r
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∂   σ= σ= πε = π ∂   ε ε∫∫ ∫∫ , (4.16) 

де ∗u  – середнє значення функції ( )Mu  на поверхні εΣ . 
Перетворимо третій інтеграл 

21 1 1 4 4u u u ud d
r n n n n

ε ε

∗ ∗

Σ Σ
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u  – середнє значення похідної 

n
u

∂
∂  на сфері εΣ . Підставляючи вирази (4.16) і (4.17) у формулу (4.15) 

і враховуючи, що ( )1 0r∆ =  в ε−KT , будемо мати: 
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Спрямовуючи радіус ε  до нуля, одержимо: 
1) ( )0

0
lim Muu =∗

→ε
, оскільки ( )Mu  – неперервна функція, а ∗u  – її середнє значення по сфері радіуса ε  

з центром у точці 0M ; 
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πε
∗

→ε n
u , оскільки з неперервності перших похідних функції ( )Mu  всередині Т випливає 

обмеженість похідної по нормалі 
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в околі точки 0M ; 
3) за визначенням невласного інтеграла 

0

1 1lim
T K T

u d u d
r r
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ε→
−

   − ∆ τ= − ∆ τ   
   ∫∫∫ ∫∫∫ . 

В результаті вказаного граничного переходу 0→ε  одержимо: 

( ) ( ) ( )
0 0 0

0
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M P M P M PT

u Puu M u P d d
n r r n r
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∫∫ ∫∫∫ , (4.19) 

де ( )ζηξ= ,,PP  – біжуча точка поверхні Σ . 
Для гармонічної функції 0=∆u  і формула (4.19) приймає вигляд 
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uu M P u P d
r n n r
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∫∫  (4.20) 

( 0M  – всередині Т). 
Таким чином, значення гармонічної функції в будь-якій внутрішній точці області виражається через 

значення цієї функції і її похідної по нормалі на поверхні області. 

4.2.2. Основні властивості гармонічних функцій 
1. Якщо v – функція, гармонічна в області Т, обмеженій достатньо гладкою поверхнею Σ, то  

0=σ
∂
∂

∫∫
S

d
n
v ,  (4.21) 

де S – будь-яка замкнена достатньо гладка поверхня, що цілком лежить в області Т. 
Справді, підставляючи в першу формулу Гріна (4.12') будь-яку гармонічну функцію v (∆v=0) і функ-

цію u≡1, відразу ж отримаємо формулу (4.21).  
2. Якщо функція ( )Mu  гармонічна в деякій області Т, а М0 – яка-небудь точка, що лежить в області 

Т, то має місце формула 

( ) ∫∫
Σ

σ
π

=
a

ud
a

Mu 20
4

1 , (4.22) 

де aΣ  – сфера радіуса а з центром у точці M0, що цілком належить області Т (теорема про середнє зна-
чення). 

Ця теорема стверджує, що значення гармонічної функції в деякій точці M0 дорівнює середньому зна-
ченню цієї функції на будь-якій сфері aΣ  з центром в M0, якщо сфера aΣ  не виходить з області гармонічно-
сті функції ( )Mu= . 

3. Якщо функція ( )Mu= , визначена і неперервна в замкнутій області T+Σ, задовольняє рівняння 
0=∆u  в Т, то максимальне і мінімальне значення функції ( )Mu =  досягається на поверхні Σ (принцип мак-

симального значення). 
Припустимо, що функція ( )Mu  досягає максимального значення в деякій внутрішній точці 0M  обла-

сті T, так що ( ) ( )MuMuu ≥= 00 , де М – довільна точка області T . Розглянемо сферичний окіл ρΣ  точки 0M  

радіуса ρ , що повністю лежить всередині області T. Оскільки за припущенням ( )0Mu  є найбільшим значен-
ням функції ( )Mu  в Σ+T , то ( )0Muu ≤Σ . Користуючись формулою середнього значення (4.22) і замінюючи 
під інтегралом всюди ( )Mu  значенням ( )0Mu , отримаємо: 

( ) ( ) ( ) ( )00220
4

1
4

1 MudMudMuMu M =σ
πρ

≤σ
πρ

= ∫∫∫∫
ρρ ΣΣ

. (4.23) 

Припустимо, що хоча б в одній точці М сфери ρΣ  ( ) ( )0MuMu < . Тоді, очевидно, що замість знаку ≤  

будемо мати знак <, що приводить до протиріччя. Таким чином, на всій поверхні  ρΣ  ( ) ( )0MuMu ≡ . 

Якщо m
0ρ  – мінімальна відстань від 0M  до поверхні Σ , то ( ) ( )0MuMu ≡  для всіх точок, що лежать 

всередині m
0ρΣ . Звідси випливає, що в точках ∗M , що належать спільній частині m

0ρΣ  і Σ , ( ) ( )0MuMu =∗ . Це 

і доводить теорему, оскільки нами показано, що максимальне значення ( )0Mu  досягається в точках границі 
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∗M . 
Аналогічно доводиться теорема і відносно мінімального значення. 
Наслідок. Якщо функції u і U неперервні в області Σ+T , гармонічні в T і якщо Uu ≤  на Σ, то Uu ≤  

всюди всередині T . 

4.2.3. Єдиність і стійкість першої крайової задачі 
Перша внутрішня крайова задача (внутрішня задача Діріхле) для рівняння Лапласа як правило ста-

виться наступним чином: знайти функцію u , яка визначена і неперервна в замкненій області Σ+T , двічі 
неперервно диференційовна в T , задовольняє в T  рівняння 0=∆u  і приймає на Σ  (межі області T ) задані 
значення f . 

Доведемо теорему єдиності: перша внутрішня крайова задача для рівняння Лапласа не може мати 
двох різних розв’язків. 

Припустимо протилежне, що існують два різні розв’язки задачі 1u  і 2u . Тоді і їх різниця буде задово-
льняти рівняння Лапласа в області T, неперервна в замкненій області Σ+T  і 0=Σu . Згідно з властивістю 3 
різниця 21 uuu −=  приймає максимальне (і мінімальне) значення на границі області. Отже, така функція 0≡u  
у всій області T. 

Нагадаємо, що задача називається фізично визначеною, якщо малій зміні умов, що визначають 
розв’язок задачі, відповідає мала зміна самого розв’язку. Доведемо неперервну залежність розв’язку першої 
крайової задачі від крайових умов. 

Нехай 1u  і 2u  – неперервні в Σ+T  і гармонічні в T  функції, для яких ε≤− 21 uu  на Σ . Функція ε≡U  
є гармонічною функцією. Тоді, на основі наслідку з властивості 3, нерівність Uuu ≡ε≤− 21  виконується і 
всередині області T, що й потрібно було довести. 

Перша зовнішня крайова задача у випадку трьох змінних полягає в наступному: 
потрібно знайти функцію ( )zyxu ,, , що задовольняє умови: 

1) функція u неперервна в Σ+T  і двічі неперервно диференційовна в Т; 
2) 0=∆u  в необмеженій області Т; 
3) ( , , )u f x y zΣ = , де f – задана на поверхні Σ  функція; 

4) ( )Mu   рівномірно прямує до нуля на нескінченності: ( ) 0→Mu  при ∞→M  ( | | cu
r

<  при r →∞ , 

2 2 2r x y z= + + , с – деяка константа). 
Остання умова важлива для єдиності розв’язку. Як і у випадку першої внутрішньої крайової задачі, 

справедлива теорема: зовнішня перша крайова задача для гармонічних функцій з трьома незалежними змін-
ними має єдиний розв’язок. 

Перша зовнішня крайова задача на площині ставиться так: 
потрібно знайти функцію ( )yxu , , що задовольняє умови: 

1) функція u  неперервна в D+С і двічі неперервно диференційовна в D; 
2) 0=∆u  в нескінченній області D, обмеженій контуром С; 
3) ( )yxfu C ,= , де f – задана на С функція; 

4) ( )Mu  обмежена в нескінченності, тобто існує таке число N, що ( ) NMu ≤ . 
Така задача також має єдиний розв’язок. 

4.2.4. Розв’язання першої крайової задачі для круга методом відокремлення змінних 
Розв’яжемо першу крайову задача для круга: для круга (з центром у початку координат, деякого ра-

діуса a ) знайти функцію u , що задовольняє рівняння 
0=∆u   (4.24) 

і умові   
fu=   (4.25) 

на відповідному колі (межі даного круга), де f – задана функція. 
Введемо полярну систему координат ),( ϕρ  з початком у центрі даного круга. Рівняння (4.24) в поляр-

них координатах має вигляд 

011
2

2

2 =
ϕ∂

∂

ρ
+








ρ∂
∂

ρ
ρ∂
∂

ρ
=∆

uuu . (4.26) 

Частинний розв’язок рівняння шукатимемо у вигляді 
( , ) ( ) ( ) 0u Rρ ϕ = ρ Φ ϕ ≠ . 
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Підставляючи даний вираз у рівняння (4.26), отримаємо 

λ=
Φ
Φ ′′

−=

ρ









ρ
ρ

ρ
R

d
dR

d
d

, 

де const=λ . Звідси отримаємо два рівняння: 
0,0 ≠Φ=Φλ+Φ ′′ , (4.27) 

0,0 ≠=λ−







ρ

ρ
ρ

RR
d
dR

d
d . (4.28) 

З першого рівняння отримаємо: 
( ) ϕλ+ϕλ=ϕΦ sincos BA . 

Зауважимо, що при зміні кута ϕ  на величину π2  однозначна функція ),( ϕρu  повинна прийняти вихі-
дне значення, тобто 

),()2,( ϕρ=π+ϕρ uu . 
Звідси випливає, що ( ) ( )ϕΦ=π+ϕΦ 2 , тобто ( )ϕΦ  є періодичною функцією кута ϕ  з періодом π2 . Це 

можливо тоді, коли n=λ , де 0,1, 2, ...n = , і 
( ) ϕ+ϕ=ϕΦ nBnA nnn sincos . 

Функцію ( )ρR  будемо шукати у вигляді ( ) µρ=ρR . Підставляючи в рівняння (4.28) та скорочуючи на 
µρ , знайдемо: 

22 µ=n  або ( )0>±=µ nn . 

Отже,  ( ) nn DCR −ρ+ρ=ρ , де C і D – постійні. 

Для розв’язання поставленої задачі потрібно покласти nCR ρ=  ( )n=µ , оскільки, якщо 0≠D , то функ-
ція ( ) ( )ϕΦρ=Ru  перетворюється в нескінченність при ρ=0 і не є гармонічною функцією у внутрішності кру-
га.  

Отже, частинні розв’язки такої задачі матимуть вигляд 
( ) ( )ϕ+ϕρ=ϕρ nBnAu nn

n
n sincos,  для a≤ρ . 

Суми цих розв’язків 

( ) ( )∑
∞

=
ϕ+ϕρ=ϕρ

0
sincos,

n
nn

n nBnAu  , 

при достатньо хорошій збіжності також будуть гармонічними функціями. 
Для визначення коефіцієнтів nA  і nB  використаємо граничні умови 

( ) ( ) fnBnAaau
n

nn
n =ϕ+ϕ=ϕ ∑

∞

=0
sincos, . (4.29) 

Вважаючи, що f задана як функція кута ϕ, розкладемо її у ряд Фур’є 

( ) ( )∑
∞

=
ϕβ+ϕα+

α
=ϕ

1

0 sincos
2 n

nn nnf , (4.30) 

де ( ) ,1
0 ∫

π

π−

ψψ
π

=α df  ( ) ,cos1
∫
π

π−

ψψψ
π

=α dnfn  ( ) ( ),...2,1sin1
=ψψψ

π
=β ∫

π

π−

ndnfn . 

Порівнюючи ряди (4.29) і (4.30), отримаємо: 

n
n

nn
n

n a
B

a
AA β

=
α

=
α

= ,,
2
0

0  . 

Таким чином, ми формально отримали розв’язок першої внутрішньої задачі для круга у вигляді ряду 

( ) ( )∑
∞

=
ϕβ+ϕα






ρ

+
α

=ϕρ
1

0 sincos
2

,
n

nn

n
nn

a
u . (4.31) 

Зауважимо, що для обгрунтування коректності постановки даної задачі (зокрема, для забезпечення 
можливості розкладу функції f у ряд Фур’є на відрізку [ , ]−π π , рівномірної збіжності ряду (4.31), його двічі 
неперервної диференційовності) необхідно на задану функцію f накласти відповідні умови (див., напр., [2], 
[15], п. 3.2.1).  

Легко бачити, що для відшукання розв’язку відповідної зовнішньої задачі потрібно покласти 
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nDR −ρ=  ( nµ=− , оскільки розв’язок зовнішньої задачі повинен бути обмеженим на нескінченності). В ре-
зультаті (аналогічно до 4.29–4.31) матимемо 

( ) ( )∑
∞

=
ϕβ+ϕα







ρ

+
α

=ϕρ
1

0 sincos
2

,
n

nn

n
nnau . (4.32) 

4.3. Теорія потенціалів 

Функція 
( ) ( ) ( )222

11

ζ−+η−+ξ−
=

zyxR
, яка представляє потенціал поля одиничної маси (заряду), по-

міщеної в точці ( )ζηξ ,,0M , є розв’язком рівняння Лапласа, що залежить від параметрів ζηξ ,, . Інтеграли від 
цієї функції за параметрами називаються потенціалами і мають суттєве значення з точки зору безпосередніх 
застосувань у фізиці, а також і з точки розвитку методів розв’язання крайових задач. 

4.3.1. Об’ємний потенціал 
Нехай у деякій точці ( )ζηξ ,,0M  розміщена маса 0m . За законом всесвітнього тяжіння на масу m, роз-

міщену в точці ( )zyxM ,, , діє сила притягання 

r
R

mmF 2
0γ−= , (4.33) 

де RRr =  – одиничний вектор у напрямку MM0  ( MMR 0= ), а γ  – гравітаційна постійна. Вибираючи сис-
тему одиниць так, щоб 1=γ , і поклавши 1=m , отримаємо: 

r
R
mF 2

0−= . 

Проекції цієї сили на координатні осі будуть: 

( )

( )
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
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


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3
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R
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R
mFY
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R
mFX

 (4.34) 

де γβα ,,  – кути, утворені вектором F  з координатними осями. 
Введемо функцію u , що називається потенціалом силового поля і визначається рівністю 

ugradF =  або 
z
uZ

y
uY

x
uX

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= ,, . 

В нашому випадку 
R

mu 0= . 

Потенціал поля n матеріальних точок внаслідок суперпозиції силових полів буде виражатись формулою 

∑∑
==

==
n

i i

i
n

i
i R

muu
11

. 

У випадку неперервно розподіленої маси для визначення потенціалу в точці ( )zyxM ,,  деякого тіла Т з 
густиною ( )ζηξρ ,,  розіб’ємо це тіло на досить дрібні частинки τ∆ . Зробимо припущення, що дія елемента 

τ∆  еквівалентна дії його маси, зосередженої в деякій середній точці об’єму τ∆ . Тоді для компоненти сили, 
що діє на точку М, отримаємо вирази: 

( )ξ−
τ∆ρ

−=∆ x
R

X 3 , де ( ) ( ) ( )2222 ζ−+η−+ξ−= zyxR . 

Інтегрування по всьому об’єму Т дає компоненту повної сили притягання точки М тілом Т 
( )

∫∫∫ τ
ξ−

ρ−=
T

d
R

xX 3 . (4.35) 

Потенціал у точці М буде визначатись формулою  

( ) ∫∫∫ τρ=
T

d
R

Mu 1 . (4.36) 

Зауважимо, що потенціал ( )Mu  поза тілом Т задовольняє рівняння Лапласа. 
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4.3.2. Логарифмічний потенціал 
Розглянемо розподіл мас у просторі, що залежить ли- ше від 

двох координат ( )yx, . У будь-якій площині constz=  харак- тер роз-
поділу потенціалу, очевид- но, буде 
однаковим. Тому достатньо досліди-
ти потенціал у точці ( )yx, , яка ле-
жить у площині 0=z . 

Визначимо потенці- ал однорідної нескінченної прямої L. На-
правимо вісь z уздовж цієї прямої. Нехай погонна густина (маса оди-
ниці довжини) рівна µ . Сила притягання елементом z∆  точки 

( )0,xP  (рис. 4.1) і її складо- ва по осі x рівні відповідно  

( )222 zx
z

R
zF

+

∆µ
−=

∆µ
−=∆ , 

( )322
cos

zx

xzFX
+

⋅∆µ−=α∆=∆ . 

Звідси 
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





 α=
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−=ααµ−=

+
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π

π−

∞

∞−

tg
x
z

x
d

x
x
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dzxX 2cos1 2

2
2

3 3
2

22
. 

Якщо ),( yxP  – довільна точка, то сила притягання точки лінією L буде, очевидно, направлена вздовж 

OP  і дорівнює 

ρ
µ

−=
2F ,  де 22 yx +=ρ . 

Потенціал цієї сили називається логарифмічним потенціалом і дорівнює 

ρ
µ=

1ln2V . (4.37) 

Обчислимо компоненти сили при- тягання точки P  (рис. 4.2) 
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Якщо є декілька точок (нескінченних прямих з розподіленою вздовж них масою), то в силу принципу 

суперпозиції силових полів потенціали додаватимуться. 
У випадку області S з неперервно розподіленою густиною ( )ηξµ ,  (рис. 4.3) компоненти сили притя-

гання точки P визначатимутться співвідношеннями: 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )










ηξ
ξ−+η−

η−
ηξµ−=

ηξ
η−+ξ−

ξ−
ηξµ−=

∫∫

∫∫

,,2

,,2

22

22

S

S

dd
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 (4.38) 

а потенціал буде рівний 

( ) ( )
( ) ( )2 2

1, 2 , ln
S

V x y d d
x y

= µ ξ η ξ η
−ξ + −η

∫∫ . (4.39) 

4.3.3. Невласні інтеграли 
Із (4.38), (4.39) бачимо, що при ( , )x y S∈  відповідні підінтегральні функції перетворюються в нескін-

ченність (а саме, при ( , ) ( , )x yξ η = ). 
Такі інтеграли не можна визначати як границю інтегральної суми, оскільки така сума в даному випад-

ку не має границі. Інтеграли від подібних функцій визначаються як інтеграли невласні. 
Нехай в області Т задана функція ),,( zyxF , що перетворюється в нескінченність у деякій точці 

),,( 0000 zyxM . Розглянемо визначений інтеграл по області ε−KT , де εK  – деякий окіл точки 0M  діаметра, 
що не перевищує ε . 
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Якщо при довільному стягуванні області 
n

Kε  до точки 0M  послідовність інтегралів 

( )0

n

n n
T K

I Fd
ε−

= τ ε →∫∫∫  

має границю, що не залежить від вибору областей 
n

Kε , то цю границю називають невласним інтегралом від 

функції ),,( zyxF  по області Т. 
Розглянемо інтеграли виду 
 

∫∫∫ τα
T

Md
R
C , (4.40) 

де С і 0>α  – деякі сталі, 2
0

2
0

2
0 )()()(

0
ζ−+η−+ξ−== zyxRR MM , 0 0 0 0( , , )M x y z  – точка області Т. Не обме-

жуючи загальності, можна вважати, що Т є куля радіуса R∗  з центром в т. 0M . Візьмемо в якості області 

n
Kε  кулю радіуса nε  з центром у точці 0M  і шукатимемо границю послідовності інтегралів 
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∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

Перейшовши до границі при 0→εn , бачимо, що при 3<α  границя існує, а при 3≥α  – не існує. 

Можна показати, що якщо функція ),,( zyxF  невід’ємна і існує границя ( )0→ετ= ∫∫∫
ε−

n
KT

n FdI , де 
n

Kε  – 

куля радіуса nε  з центром у точці 0M , то існує границя інтегралів I  і при довільному виборі послідовності 
областей 

n
Kε , які стягуються до точки 0M , і значення цієї границі не залежить від форми області 

n
Kε . 

Таким чином, у випадку трьох незалежних змінних невласний інтеграл ∫∫∫ τα
T

Md
R
C  існує, якщо 3<α , 

і не існує, якщо 3≥α . 
Для іншого числа незалежних змінних критичне значення α , що визначає границі збіжності інтегра-

лів типу (4.40), дорівнює числу вимірів. Наприклад, ∫∫
Σ

α σd
R
C  при 2<α  є збіжним, а при 2≥α  – розбіжним. 

Зупинимось на ознаках збіжності невласних інтегралів. 
Для збіжності невласного інтегралу 

( )∫∫∫
T

dxdydzzyxF ,,  (4.41) 

достатньо, щоб існувала така функція ( )zyxF ,, , для якої невласний інтеграл по області Т збігається, і щоб 
мала місце нерівність 

( ) ( )zyxFzyxF ,,,, < . (4.42) 

Якщо ж для деякої функції ),,( zyxF  можна вказати таку додатну функцію ),,( zyxF , що FzyxF >),,( , 
причому невласний інтеграл від F  по області Т розбіжний, то невласний інтеграл (4.41) буде, очевидно, та-
кож розбіжний. 

Наслідок: якщо для деякої функції ( ( , , ), ( , , ))M x y z PΦ ξ η ζ , що перетворюється в нескінченність при 
MP= , має місце нерівність 

( ),
MP

CM P
Rα

Φ < , де 3, ,const C constα= < = <∞  

то невласний інтеграл (для довільної області T , такої що M T∈ ) 
( ), P

T

M P dΦ τ∫∫∫  

є збіжним. 
Оскільки підінтегральна функція невласних інтегралів не є неперервною, то важливим тут є встанов-

лення критерію неперервності самих невласних інтегралів, які залежать від параметра. 
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Розглянемо невласні інтеграли 
( ) ( ) ( ), P

T

V M P M f P d= Φ τ∫∫∫ , (4.43) 

де ( ),P MΦ  – функція, що перетворюється в нескінченність при співпаданні аргументів і неперервна за М, а 
( )Pf  – обмежена функція. 

Інтеграл (4.43) називається рівномірно збіжним у точці 0M , якщо для будь-якого 0>ε  можна вка-
зати таке ( )εδ , що має місце нерівність 

( ) ( )
( )

, P
T

P M f P d
δ ε

Φ τ ≤ε∫∫∫  

для будь-якої точки М, відстань від якої до точки 0M  менше ( )εδ , і для будь-якої області ( )εδT , що міс-

тить точку 0M  і діаметр якої ( )εδ≤d . 

Можна довести, що рівномірно збіжний у точці 0M  інтеграл  ( ) ( ) ( ), P
T

V M P M f P d= Φ τ∫∫∫  є непере-

рвною функцією в точці 0M . Аналогічні твердження справедливі не тільки для інтегралів по об’єму, але й 
для інтегралів по поверхнях та лініях. 

Розглянемо потенціал  

( ) ( )
∫∫∫ τ

ρ
=

T
P

MP
d

R
PMV  (4.44) 

і відповідні компоненти сили 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )















τζ−
ρ

−=

τη−
ρ

−=

τξ−
ρ

−=

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

T
P

MP

T
P

MP

T
P

MP

dz
R

PMZ

dy
R

PMY

dx
R

PMX

;

;

;

3

3

3

 (4.45) 

в точках, що лежать всередині притягуючого тіла Т. Невласні інтеграли (4.44) і (4.45) є збіжними, якщо гус-
тина ( )Mρ  обмежена ( )( )CM <ρ  і інтегровна в Т. Для потенціалу ( )MV  це очевидно, оскільки 

( )31<=α<
ρ

αR
C

R
. 

Для компонент сили притягання це випливає з нерівності 

( )322 <=α<
ξ−ρ

αR
C

R
x

R
, 

оскільки Rx <ξ− . 
Можна також показати, що інтеграли (4.44) і (4.45) є неперервними функціями. 

4.3.4. Перші та другі похідні об’ємного потенціалу 
Функції, що стоять в (4.45) під знаком інтегралів є похідними за відповідними змінними від функції, 

що стоїть під знаком інтеграла 

( ) ( )
∫∫∫ τ

ρ
=

T
P

MP
d

R
PMV . 

Якщо для функції V можливе диференціювання під знаком інтеграла, то 

z
VZ

y
VY

x
VX

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= ,, , (4.46) 

тобто V є потенціалом поля, компоненти якого дорівнюють ZYX ,, . 
Якщо точка М лежить поза областю Т, то функція 

( )
( ) ( ) ( )[ ] MPMP Rxzyx

x
R
x 1

2
32223 ∂

∂
=

ζ−+η−+ξ−

ξ−−
=

ξ−
−  

неперервна по обох аргументах ( )zyxM ,,  і ( )ζηξ ,,P . Отже, в цьому випадку диференціювання під знаком ін-
теграла V  законне. 

Похідні більш високого порядку можна також обчислити шляхом диференціювання під знаком інтег-
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рала всюди поза Т. Звідси випливає, що потенціал поза притягуючих мас задовольняє рівняння Лапласа 
0=∆V  поза Т. 

Можна також довести, що обчислення похідних потенціалу V можна виконувати шляхом диференці-
ювання під знаком інтеграла і в тому випадку, коли точка М лежить у внутрішності Т. Зокрема, можна дове-

сти, що існують похідні 
x
V

∂
∂ , V

y
∂
∂

, V
z

∂
∂

, які відповідно дорівнюють X , Y , Z . 

При знаходженні другої похідної об’ємного потенціалу, відповідний невласний інтеграл 

( ) ( ) ( )22

2 3 5
1 1 3P
MPT T

x
P d P d

Rx R R

 −ξ ∂  ρ τ =− ρ − τ   ∂    
∫∫∫ ∫∫∫  (4.47) 

не збігається абсолютно для внутрішніх точок P  тіла Т. В цьому випадку мажоранта для підінтегральної 

функції має вигляд αR
C  при 3=α . 

Можна показати, що 
( ) ( ) ( )

2 2
0

02 2
1 4

3P
T

V M
P d M

Rx x

∂ ∂ π = ρ τ − ρ 
 ∂ ∂∫∫∫ , (4.48) 

де ( ) ( )
1

2 2

2 20

1 1limP P
T T T

P d P d
R Rx xδ→

−

∂ ∂   ρ τ = ρ τ   
   ∂ ∂∫∫∫ ∫∫∫ , 1 0( )T K Mδ=  – куля радіуса δ  з центром в точці 0M , все-

редині якої функція ρ  диференційовна. Останній інтеграл одержаний при спеціальному способі граничного 
переходу, коли області, що стягуються до т. 0M , є кулями. Тобто інтеграл в (4.48) слід розглядати як умов-
но збіжний. 

Аналізуючи формулу (4.48), можемо зробити висновок, що знаходження других похідних потенціалу 
за допомогою формального диференціювання під знаком інтеграла привело б до неправильного результату. 

Для похідних 2

2

y
V

∂

∂  і 2

2

z
V

∂

∂  можна записати аналогічні вирази. Підставляючи значення всіх трьох похі-

дних у вираз для оператора Лапласа, знайдемо: 

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 1 1( )

4 4 ,

P
T

V V VV P d
R R Rx y z x y z

M M

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ∆ = + + = ρ + + τ −            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
− πρ =− πρ

∫∫∫  (4.49) 

оскільки 
R
1  – гармонічна функція. 

Тобто, об’ємний потенціал задовольняє рівняння Пуассона πρ−=∆ 4V  у внутрішності Т, і рівняння 
Лапласа 0=∆V  поза Т. 

4.3.5. Поверхневі потенціали 
Згідно формули (4.20) 

( ) 1 1 1
4 P

MP MP

uu M u d
r n n rΣ

  ∂ ∂
= − σ   π ∂ ∂   

∫∫ , 

довільна гармонічна функція може бути представлена з допомогою інтегралів, які є поверхневими потенціа-
лами. 

Розглянемо поле, утворене розподіленою на поверхні масою, та визначимо потенціал цього поля. По-
верхневою густиною ( )Pµ  в точці P поверхні Σ  називають границю відношення маси, що знаходиться на 
деякому елементі σd  поверхні Σ , що містить точку P, до його площі при стягуванні σd  до точки P. Потен-
ціал цих мас представляється поверхневим інтегралом 

( ) ( )
P

MP

P
V M d

rΣ

µ
= σ∫∫  (4.50) 

і називається потенціалом простого шару. 
Іншим типом поверх- невого потенціалу є потенціал 

подвійного шару. Для його визначення розглянемо диполь 
+m, розміщеними в точках 1P  і утворений двома масами –m і  

2P  на відстані l∆  (рис. 4.4). Добуток Nlm =∆⋅  називають 
диполя в деякій точці ( )zyxM ,,  моментом диполя. Потенціал 

 
M(x,y,z) 

∆l 

l 

P2 

P1 

r2 

r1 

r 

Рис. 4.4 
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дорівнює 

,11111

121212








−

∆
⋅=








−=−=

rrl
N

rr
m

r
m

r
mV  

де 1r  і 2r  – відстань від точки М до т. 1P  і 2P . Якщо l∆  мале по відношенню з відстанню до точки М 
( )11〈〈∆ rl , то можемо записати 

( ) ( ) ( )2 2 21 ,dV N r x y z
dl r

 = = −ξ + −η + −ζ 
 

, 

де похідна береться у напрямку від відштовхуючої маси до притягуючої і r – відстань від точки ( )zyxM ,,  до 
середньої точки ( )ζηξ ,,P  відрізка 1 2[ ]P P  довжини l∆ . 

Похідна за напрямком l до- рівнює 

2
cos1d

dl r r
ϕ = 

 
, 

де вектор r  направлений від ди- поля до фіксованої точки М, а 
ϕ  – кут між векторами l і r . Та- ким чином, потенціал диполя 
дорівнюватиме  

( ) 2
cosV M N

r
ϕ

=  (4.51) 

де N – момент диполя. 
Нехай на двох поверхнях Σ  і Σ′  (рис. 4.5), що знаходяться одна від одної на малій відстані δ , маси 

розподілені таким чином, що маса кожного елемента поверхні Σ′  дорівнює по величині і протилежна за 
знаком масі відповідного елемента поверхні Σ . Позначимо через n спільну нормаль до поверхні Σ  і Σ′  на-
правлену від відштовхуючої маси до притягуючої. Переходячи до границі при 0→δ , одержимо подвійний 
шар як сукупність двох простих шарів зі взаємно протилежними густинами, що знаходяться один від одного 
на малій відстані. Якщо ν  поверхнева густина моменту, то момент елемента поверхні Pdσ  буде дорівнюва-
ти 

Pddn σν= . 
Для потенціалу елемента σd  в точці ( )zyxM ,,  будемо мати: 

( ) P
MP

P
MPP

d
R

Pd
Rdn

d
σ

ϕ
ν=σ








ν 2

1cos1 , 

де ( )PMn,1=ϕ .  
Назвемо потенціалом подвійного шару  інтеграл 

( ) ( )∫∫
Σ

σν







= P

MPP
dP

Rdn
dMW 1 . (4.52) 

Це визначення, очевидно, відповідає такому випадку, коли зовнішня сторона поверхні є відштовхую-
чою, а внутрішня – притягуючою. 

Очевидно, що 

( )∫∫
Σ

σν
ϕ

= P
MP

dP
R

W 2
cos , 

де ϕ  – кут між внутрішньою нормаллю і напрямком з точки поверхні P на фіксовану точку М. Якщо повер-
хня незамкнена, то потрібно її рахувати дво сторонньою, оскільки потенціал подвійного шару визначається 
тільки для таких поверхонь. 

Потенціали простого і подвійного шарів у випадку двох незалежних змінних мають вигляд 

( )∫µ=
C MP

ds
R

PV 1ln , (4.53) 

( ) ( )∫∫ ν
ϕ

=







ν−=

C MPC MPP
dsP

R
ds

Rdn
dPW cos1ln , (4.54) 

де С – деяка крива, µ  – лінійна густина простого шару, ν  – густина моменту лінійного подвійного шару, ϕ  
– кут між внутрішньою нормаллю до лінії С і напрямком на фіксовану точку. 

Якщо точка спостереження ( )zyxM ,,  знаходиться поза поверхнею (поза притягуючими масами), то 
підінтегральні функції і їх похідні по zyx ,,  будь-якого порядку у формулах потенціалів простого і подвій-
ного шарів неперервні за змінними zyx ,, . Тому в точках, що лежать поза поверхнею Σ , похідні поверхне-
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вих потенціалів можна обчислювати шляхом диференціювання під знаком інтегралу. Звідси, в силу принци-
пу суперпозиції випливає, що поверхневі потенціали задовольняють рівняння Лапласа всюди поза притягу-
ючими масами. 
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ЧЧААССТТИИННАА  22  

ППРРИИККЛЛААДДИИ  ТТАА  ЗЗААВВДДААННННЯЯ  ДДЛЛЯЯ  ССААММООССТТІІЙЙННООЇЇ  РРООББООТТИИ    

1. Постановка крайових задач математичної фізики 

1.1. Рівняння теплопровідності 

Питання для повторення  
1. Наведіть приклади коректно поставлених крайових задач математичної фізики? 
2. В чому полягає фізичний зміст задачі Коші для рівняння теплопровідності? 

Методичні вказівки 
Поставити задачу математичної фізики, яка описує фізичний процес, що розглядається, означає, по 

перше, вибрати зручну систему координат в залежності від умов заданої фізичної задачі, по друге, вибрати 
функцію (величину), яка характеризувала б заданий фізичний процес, по третє, вибрати модель фізичного 
явища (тобто реальний фізичний процес замінити деякими ідеальними процесами, але так, щоб зберегти ос-
новні властивості реального процесу), по четверте, в рамках вибраної моделі, використовуючи фізичні зако-
ни, побудувати диференціальне рівняння для функції, яка характеризує даний процес, по п’яте, встановити 
крайові та початкові умови для шуканої функції, тобто записати значення фізичних характеристик в почат-
ковий момент часу, а також умови процесу на границі області, що розглядається. Якщо процес розглядаєть-
ся в необмеженій області (у всьому просторі), то умови поведінки процесу записуються в нескінченності. 

Завдання 1.  
Поставити крайову задачу знаходження температури стержня довжиною l з теплоізольованою бічною 

поверхнею, якщо його початкова температура є сталою. В стержні виділяється тепло від неперервно розпо-
ділених в ньому джерел. Розглянути випадки, коли: 

а) на кінцях стержня підтримується задана температура; 
б) на кінці стержня зовні подається заданий тепловий потік; 
в) на кінцях стержня відбувається конвективний теплообмін за законом Ньютона з навколишнім сере-

довищем, температура якого задана. 
Розв’язок. 
Будемо вважати, що стержень має сталий поперечний переріз const=σ . Оскільки поперечні розміри 

стержня значно менші від його довжини, приймемо гіпотезу (модель), що поперечні перерізи стержня є ізо-
термічними поверхнями [1]. Напрамляючи вісь координат Ох вздовж осі стержня, можемо вважати (у рам-
ках обраної моделі), що температура в стержні буде залежати лише від однієї просторової координати x  і 
часу t . При цьому в даній задачі 0<x<l, t>0. В якості функції, що характеризує процес, виберемо температу-
ру стержня u=u(x,t). Складемо для неї диференціальне рівняння. З цією метою запишемо рівняння теплового 
балансу (закон збереження теплової енергії) для елемента стержня (x,x+∆x). Нехай k – коефіцієнт внутріш-
ньої теплопровідності стержня. Використовуючи закон Фур'є (закон внутрішньої теплопровідності у твер-

дих тілах) 
n
ukq

∂
∂σ−= для потоку тепла q  через площадку σ  у напрямку нормалі n


 до неї, запишемо кіль-

кість тепла, що надходить в одиницю часу у виділений елемент стержня через перерізи x і x+∆x: 

x
x

uk
n
uk

n
ukq

xxxxx
∆⋅

∂
∂σ=

∂
∂σ−

∂
∂σ−=

∆θ+∆+ 2

2
1 , 

де 10 <θ< . Тут ми скористалися теоремою Лагранжа про скінченні прирости. Крім того, у стержні виді-
ляться тепло від неперервно розподілених у ньому джерел, густину яких позначимо через f(x,t). За одиницю 
часу у виділений елемент стержня від цих джерел надійде кількість тепла xtxfq ∆σ= ),(2 . Тепло, що надій-
шло в стержень, йде на зміну температури у часі. За час ∆t температура в точці x зміниться на величину  

),(),( txuttxuut −∆+=∆ ,  
а за одиницю часу – на величину  

)( tO
t
u

t
ut ∆+

∂
∂=

∆
∆ .  

На це буде потрібна кількість тепла, яка дорівнює  






 ∆+

∂
∂∆ρσ= )(3 tO

t
uxcq .  

Тут ρ  – густина стержня. Прирівнюючи 321 qqq =+  одержуємо  
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




 ∆+

∂
∂∆ρσ=σ∆+∆

∂
∂σ

∆θ+
)(),(2

2
tO

t
uxcxtxfx

x
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xx
.  

Поділимо отриману рівність на x∆σ  і перейдемо до границі при 0,0 →∆→∆ tx . В результаті оста-
точно одержимо диференціальне рівняння для функції u у точці (x,t): 

),(1
2

22 txf
cx

ua
t
u

ρ
=

∂
∂−

∂
∂ ,   (1.1) 

де a k c= ρ . 
Отримане рівняння називають рівнянням теплопровідності (або рівнянням Фур'є) для стержня. Його 

потрібно розглядати при lx <<0 , 0>t . Початкова умова матиме вигляд:  
lxxxu <<ϕ= 0),()0,( . (1.2) 

Тут )(xϕ  – відома (задана) функція.  
Сформулюємо крайові умови у рамках прийнятої моделі (при 0=x  і lx = ) для перерахованих в умові 

задачі випадків:  
а) кінці стержня підтримуються при заданій температурі, тобто 

0),(),(),(),0( 21 >µ=µ= tttluttu . (1.3а) 
Функції )(1 tµ і )(2 tµ  відомі;  

б) використовуючи закон Фур'є, можемо відразу записати співвідношення для значень теплових по-
токів, що подаються у стержень через перерізи 0=x  та lx = :  
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Звідси матимемо  
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де )(1 tq , )(2 tq  – відомі функції. 
Якщо 0)()( 21 == tqtq , то отримаємо крайову умову у випадку теплової ізоляції кінців стержня;  
в) у цьому випадку скористаємось законом Ньютона (законом конвективного теплообміну між повер-

хнею твердого тіла і навколишнім рідким або газоподібним середовищем), згідно якого кількість тепла q, що 
перетікає за одиницю часу через площадку σ  поверхні тіла у навколишнє середовище дорівнює 

)( 0uuhq −σ−= . Тут u  – температура поверхні тіла, 0u  – температура навколишнього середовища, h  – кое-
фіцієнт теплообміну (або коефіцієнт зовнішньої теплопровідності). Тоді на лівому кінці будемо мати:  
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а на правому:  
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З цих  співвідношень і випливають крайові умови 
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Тут )(1 tν і )(2 tν  – значення температури навколишнього середовища біля кінців стержня, що вважаються 
відомими. 

Зауваження. У результаті виконання завдання 1 нами поставлено не одну, а декілька різних задач. 
Перша задача полягає у знаходженні розв’язку рівняння (1.1) в області lx <<0  при 0>t  та заданих почат-
ковій (1.2) та крайових умов (1.3а). Інші відрізняються крайовими умовами, тобто наступними задачами бу-
дуть: (1.1), (1.2), (1.3б) та (1.1), (1.2), (1.3в). Іноді на одному кінці стержня можуть бути задані умови виду 
(1.3а), а на іншому – виду (1.3б) чи (1.3в). 

 

1.2. Хвильове рівняння 

Питання для повторення 
1. Яке рівняння називається хвильовим? Які фізичні процеси воно описує? 
2. Який фізичний зміст мають початкові умови для хвильового рівняння? 

Завдання 1.  
Пружний прямокутний стержень довжини l  виведений зі стану спокою тим, що його поперечним пе-
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рерізам у початковий момент часу надані малі повздовжні зміщення та швидкості. Крім того, на стержень у 
повздовжньому напрямку діє зовнішня сила з густиною ),,( txf  яка прикладена з початкового моменту часу. 
Розглянути випадки, коли: а) кінці стержня закріплені жорстко; б) кінці стержня рухаються у повздовжньо-
му напрямку за заданим законом; в) один кінець стержня закріплений жорстко, а до іншого прикладена роз-
тягуюча сила ;0),( >ttF  г) кінці стержня закріплені пружно, тобто на кожен з кінців з боку кріплення діє 
повздовжня сила, яка пропорційна зміщенню і направлена протилежно зміщенню. 

Розв’язок.  
Як і раніше, направимо вісь Ox  вздовж стержня та помістимо початок координат в один з кінців сте-

ржня (наприклад, в лівий), тобто .0 lx <<  Приймаємо гіпотезу (модель), яка полягає в тому, що поперечні 
перерізи увесь час залишаються плоскими (так звані “малі коливання”, коли деформацією поперечних пере-
різів нехтуємо). Позначимо через ρ  – густину, E  – модуль Юнга матеріалу стержня. 

В якості функції, що характеризуватиме повздовжні коливання стержня, виберемо ),( txu  – величину 
зміщення (відхилення від положення рівноваги) поперечного перерізу стержня з абсцисою x  у момент часу 
t . Розглянемо деякий елемент стержня ],[ xxx ∆+ . Підрахуємо масу xm ∆ρσ= , яка зосереджена в точці x  та 
запишемо закон руху виділеного елемента (другий закон Ньютона): 

maF = . 
Сила F  складається із повздовжніх зовнішніх сил густиною ),( txf  та внутрішніх сил пружності, які 

визначаються за законом Гука:  
σε= ET , 

де ε  – відносне видовження. Знайдемо значення ε . Стержень, довжина якого в початковий момент часу 
xl ∆=0 , після початку коливань у момент часу 0>t  має довжину xtxutxxul ∆+−∆+= ),(),(1 , тому 

1 0

0

( , ) ( , )

x x

l l u x x t u x t u
l x x +θ∆

− +∆ − ∂
ε= = =

∆ ∂
. 

Спрямувавши ,0→∆x  одержимо 
x
ux

∂
∂=ε )( . Тому згідно із законом Гука маємо:  

.2

2
, 0 1

x x x x x

u u uT E E E x
x x x+∆ +θ∆

∂ ∂ ∂
=− σ + σ = σ ∆ <θ<

∂ ∂ ∂
. 

Запишемо тепер закон руху елемента стержня x∆ . З огляду на те, що прискорення 2
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t
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записати 
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Поділивши останній вираз на x∆σ  та спрямувавши після цього x∆  до нуля, одержимо рівняння в для 
точки ),( tx : 
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де .02 >
ρ

= Ea   

Згідно з умовою задачі, у початковий момент часу нам відомі початкові зміщення 0( ,0) , 0u x x l=ϕ ≤ ≤  

та початкові швидкості 1
0

( ), 0 .
t

u x x l
t =

∂
=ϕ ≤ ≤

∂
 Запишемо тепер крайові умови для перерахованих вище випа-

дків: 
а) (0, ) ( , ) 0, 0u t u l t t= = ≥ , оскільки кінці стержня 0=x  та lx =  закріплені жорстко; 
а′) 1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0,u t t u l t t t=µ =µ ≥  де 1µ  та 2µ  – задані функції;  
б) кінець 0=x  закріплений жорстко, отже (0, ) 0, 0u t t= ≥ . До кінця lx =  прикладена розтягуюча сила 

)(tF . Тоді для граничного елемента ],,[ lxl ∆−  згідно з другим законом Ньютона, будемо мати: 

xl
x
uEtFx

t
u

∆−
∂
∂σ−=∆

∂
∂ρσ )(2

2
, 

звідки при 0→∆x  остаточно одержимо крайову умову  
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в) на кінець 0=x  діє повздовжня сила ),0( tku− , а з правого боку на елемент ],0[ x∆  діє сила пружнос-
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ті 
xx

uE
∆∂

∂σ , тоді згідно з другим законом Ньютона будемо мати: 
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При 0→∆x  одержимо крайову умову на кінці 0=x :  
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Аналогічно на кінці lx = : lxtxku
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Завдання 2.  
Сформулювати крайову задачу про повздовжні коливання тонкого стержня змінного перерізу, припу-

стивши, що його поперечні перерізи увесь час залишаються плоскими. При цьому один кінець стержня за-
кріплений, а інший розтягнений силою F , дія якої у початковий момент часу припиняється. Розглянути ви-
падок конічного стержня. 

Розв’язок.  
Розташуємо стержень уздовж осі Ox . Тоді в якості величини, яка буде характеризувати процес, виби-

раємо значення зміщення ),( txu  перерізу x  в момент часу t  [1,2]. Поперечний переріз стержня є відомою 
функцією )(xσ . Оскільки стержень тонкий, то масовими силами можна знехтувати. Розглянемо деякий еле-
мент стержня ],[ xxx ∆+ . Приймаючи до уваги закон Гука, матимемо:  
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Сили інерції рівні: 
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де 10 <θ< . 
Тоді закон руху запишеться: 
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Поділивши на x∆ та перейшовши до границі при 0→∆x  в останній рівності, одержимо рівняння:  
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У випадку конічного стержня 2

2)()0()(
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xlx −σ=σ , останнє рівняння приймає вигляд:  
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Нехай кінець 0=x  стержня закріплений, тоді 0),0( =tu . Для другого кінця lx = , який в початковий 
момент часу розтягнений силою F , згідно з законом Гука матимемо:  
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Таким чином, початковими умовами будуть: 0,0)0,(
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Крайові умови мають вигляд: 0,0),0(
0

=
∂
∂=

=xx
utu  (оскільки дія сили при 0>t припиняється). 

Завдання 3.  
Сформулювати крайову задачу для поперечного коливання важкої струни, якщо вона обертається з 

кутовою швидкістю const=ω  відносно вертикального положення рівноваги. Верхній кінець струни жорстко 
закріплений, а нижній вільний. 
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Розв’язок. Розмістимо вісь Ox  вздовж струни у положенні рівноваги, причому початок осі помісти-
мо у жорстко закріпленому кінці струни. Нехай ),( txu  – поперечне відхилення точок струни від положення 
рівноваги. Вважатимемо струну однорідною, а коливання – малими. Виділимо елемент струни x∆  з перері-

зами x  та xx ∆+ . Оскільки коливання малі (тобто 1<<
∂
∂

x
u , так що можемо знехтувати квадратом цієї вели-

чини у порівнянні з її першою степенню), то ∫
∆+

∆≈+=∆
xx

x
x xdxuS 21 , тобто видовженням струни у процесі 

коливань також можемо знехтувати. Звідси, враховуючи закон Гука, випливає, що величина натягу T  в ко-
жній точці струни не змінюється з часом. У даному випадку рух струни буде складеним. Коливання струни 
відносно осі буде відносним рухом, обертання – переносним. Складемо для елемента струни, що розгляда-
ється, диференціальне рівняння динаміки відносного руху  

cl SSF
t
ux ++=

∂
∂∆ρ 2

2
.  

Тут F  – рівнодійна сил натягу, які виникають внаслідок протидії вазі струни: 
)( xlgTx −ρ−= , ),( xxlgT xx ∆−−ρ=∆+  

де g  – прискорення сили тяжіння. Проекція на вісь Ou  рівнодійної цих сил буде дорівнювати:  

( )( ) ( ) ( ) 10, <θ<∆⋅
∂
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∂
∂ρ−−

∂
∂ρ∆+−
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x
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x
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x
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Тут нами враховано, що ( ) ( )
( )

,

11
sin

22 x
u

x
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xtg

xtgx
∂
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

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


∂
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∂
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=
α+

α=α  де )(xα  – кут між дотичною в точці з абс-

цисою x  до струни у момент часу t  і позитивним напрямком осі Ox .  
Відцентрова сила lS  напрямлена вздовж осі Ou  і дорівнює xlSl ∆ρω= 2 . Проекція сил Коріоліса cS  

на вісь Ou  дорівнює нулю. Таким чином, одержимо рівність: 

xux
x
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)( , 0 1<θ< . 

Поділивши її на x∆ρ  і переходячи до границі при 0→∆x , одержимо рівняння: 

0,0,)( 2
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2
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
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∂
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Початкові умови: lxx
t
uxfxu

t
<<ϕ=

∂
∂=

=
0),(),()0,(

0
. Функції )(xf і )(xϕ  задані. Крайові умови: вер-

хній кінець 0=x  жорстко закріплений, тобто 0),0( =tu ; нижній кінець lx =  вільний, тобто ),( tlu  – обмеже-
на величина. 

Зауваження. Якщо початок координат помістити у вільний кінець, то рівняння прийме вигляд 

2

22
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uu

x
ux

x
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∂
∂=ω+


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

∂
∂

∂
∂ . 

 

1.3. Рівняння стаціонарної теплопровідності та електростатики 

Питання для повторення 
1. Яке рівняння описує стаціонарне теплове поле в заданому об’ємі? 
2. Записати крайові умови першого, другого і третього роду та дати їх фізичну інтерпретацію. 

Завдання 1. 
Сформулювати крайову задачу про визначення стаціонарного розподілу температури твердого тіла, 

що має форму обмеженого циліндра, якщо до його нижньої основи підведений постійний тепловий потік q , 
бічна поверхня теплоізольована, а верхня основа підтримується при заданій температурі. 

Розв’язок.  
Оскільки задане тіло має форму циліндра, то для зручності виберемо циліндричну систему координат: 

.,, zϕρ  Тоді задане тіло в обраній системі координат співпадатиме з областю ( ){ ,20,0:,, π≤ϕ≤<ρ≤ϕρ=Ω az  
}hz<<0 . Тут h – висота, a – радіус основи циліндра. Таким чином, стаціонарна температура точок тіла Ω , 

буде описуватись функцією ),,( zuu ϕρ= , яка задовольнятиме в області Ω  рівняння Лапласа .0=∆u  При 
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цьому оператор Лапласа ∆ у циліндричній системі координат має вигляд:  

222
1)(1

z∂
∂+

ϕ∂
∂

ρ
+

ρ∂
∂ρ

ρ∂
∂

ρ
=∆ . 

Крайовими умовами будуть:  
– на нижній основі: 

π≤ϕ≤<ρ≤==
∂
∂

=
20,0,

0
aconstq

z
u

z
; 

– на бічній поверхні: 

π≤ϕ≤<<=
ρ∂

∂
=ρ

20,0,0 hzu
a

; 

– на верхній основі: 
π≤ϕ≤<ρ≤ϕρ=ϕρ 20,0),,(),,( afhu , 

де ),( ϕρf  – відома функція своїх аргументів. Крім того, координата ϕ  задається неоднозначно, а тому на 
шукану функцію u  варто накласти додаткову умову періодичності за змінною ϕ , тобто  

),2,(),,( zuzu π+ϕρ=ϕρ . 
При 0=ρ  рівняння Лапласа має особливість, яка приводить до появи необмежених при 0=ρ  

розв’язків рівняння Лапласа. Оскільки точки, у яких 0=ρ , належать області, яка розглядається, то розв’язок 
тут не може бути необмеженим (що випливає з фізичної постановки задачі), а тому на шуканий розв’язок 
необхідно також накласти умову обмеженості при 0=ρ : 

.0 ∞<<=ρ Mu  

Завдання 2.  
Виходячи з системи рівнянь Максвела, показати, що потенціал електростатичного поля задовольняє 

рівняння Пуассона з правою частиною, яка пропорційна об'ємній густині зарядів. Дати електростатичну ін-
терпретацію нульових крайових умов першого і другого роду. 

Розв’язок.  
Запишемо рівняння Максвела [2] для електромагнітного поля в однорідному ізотропному середовищі: 

j
c

H
t
E

c
Hrot π+

∂
∂ε= ,  (1.4) 

t
H

c
Erot

∂
∂µ−= , (1.5) 

ρ
ε
π= 4Ediv , (1.6) 

0=Hdiv . (1.7) 

Тут E і H  – вектори відповідно електричних  і магнітних полів, ε  – діелектрична стала, µ  – магнітна про-
никність, c  – швидкість світла, ρ  і j  – густина зарядів і струму, які є джерелами полів. У випадку електро-

статичного поля E  не залежить від часу, 0=j , тоді з рівняння (1.4) одержимо: 

,0=Erot  

тобто E  – потенціальний вектор:  
gradUE −= , 

де )(MUU = потенціал поля в точці M . Підставимо gradUE −=  у рівняння (1.6) і врахуємо, що 
∆=)(graddiv  (оператор Лапласа). В результаті одержимо рівняння Пуассона:  

ρ
ε
π−=∆ 4U , 

де права частина представляє собою константу 4π ε , помножену на густина зарядів ρ .  
Крайові умови першого роду означають, що на межі заданий потенціал .U  Якщо маємо провідні по-

верхні, то на них тангенціальна складова електричного поля дорівнює нулю: 0=
∂
∂−=

s
uEs . Звідси одержимо, 

що на поверхні провідника потенціал має бути сталим: constU = . Якщо провідник заземлений, то потенціал 

0=U . Фізичний зміст однорідної крайової умови другого роду на ∑  ( 0=
∂
∂

∑n
u , n  – нормаль) стає зрозумі-

лим, якщо записати закон Ома: nn Ej σ= . Тут σ  – провідність середовища (величина обернено пропорційна 
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опору), nj  – струм провідності у напрямку n . Оскільки для потенційного вектора 
n
uEn ∂

∂= , то маємо на по-

верхні ∑ : ,0=
∂
∂σ=
n
ujn  тобто поверхня є ізолятором (діелектриком). 

1.4. Завдання для самостійної роботи 

1. Сформулювати крайову задачу про охолодження тонкого кільця, на поверхні якого проходить кон-
вективний теплообмін за законом Ньютона з навколишнім середовищем, що має задану температуру. Нерів-
номірністю розподілу температури по товщині кільця знехтувати. 

2. На бічній поверхні стержня проходить конвективний теплообмін за законом Ньютона з середови-
щем, температура якого є заданою функцією часу. Нехтуючи деформацією ізотермічних поверхонь, сфор-
мулювати крайову задачу про визначення температури в стержні, якщо початкова температура є довільною 
функцією x . Розглянути випадки, коли 

а) кінці стержня підтримуються при заданій температурі; 
б) на кінці стержня подається зовні тепловий потік; 
в) на кінцях стержня проходить конвективний теплообмін за законом Ньютона з середовищем, темпе-

ратура якого відома. 
3. Вивести рівняння для температури тонкого дроту, що нагрівається постійним електричним стру-

мом, якщо на його поверхні проходить конвективний теплообмін за законом Ньютона з оточуючим повіт-
рям, температура якого відома. Сформулювати крайову задачу для визначення температури в цьому дроті, 
якщо його кінці затиснуті в масивні клеми з заданою теплоємністю і дуже великою теплопровідністю. 

4. Вивести рівняння дифузії зважених частинок з урахуванням осідання, вважаючи, що швидкість ча-
стинок, викликана силою тяжіння, є постійною, а концентрація частинок залежить тільки від однієї геомет-
ричної координати z (висоти) і часу t. Записати крайові умови, що відповідають непроникній перегородці.  

5. Потенціальний рух нестисненної рідини. Показати, що потенціал швидкості стаціонарного потоку 
нестисненної рідини задовольняє рівняння Лапласа. Записати крайову умову на поверхні твердого тіла, що  
не рухається або рухається з деякою заданою швидкістю. 

6. Сформулювати крайову задачу про визначення стаціонарного розподілу температури плоскої кру-
гової пластинки, якщо температура на контурі відома, а на пластинці розподілені джерела тепла сталої гус-
тини. 

7. Поставити крайову задачу про визначення електростатичного поля в середині куба з ребром l , як-
що його бічні грані заземлені, верхня основа ізольована і потенціал нижньої основи відомий. 

8. Пружний прямолінійний стержень виведений зі стану спокою тим, що його поперечним перерізам 
у момент часу 0=t  надані малі повздовжні зміщення і швидкості. Вважаючи, що поперечні перерізи стерж-
ня весь час залишаються плоскими, сформулювати крайову задачу для визначення зміщень поперечних пе-
рерізів стержня при 0>t . Розглянути випадки, коли кінці стержня: 

а) закріплені жорстко, 
б) рухаються в повздовжньому напрямку за заданим законом, 
в) вільні, 
г) закріплені пружно. 
9. Поміщений в циліндричній трубці ідеальний газ здійснює повздовжні малі коливання. Плоскі по-

перечні перерізи, що складаються з частинок газу, не деформуються, і всі частини газу рухаються паралель-
но осі циліндра. Сформулювати крайову задачу для визначення зміщення u частинок газу у випадках, коли 
кінці трубки: 

а) закриті жорсткими непроникними перегородками; 
б) відкриті; 
в) закриті поршнями з нескінченно малою масою, що насаджені на пружини з коефіцієнтами жорст-

кості ν і які ковзаються без тертя всередині трубки. 
10. Сформулювати крайову задачу про малі поперечні коливання струни в середовищі з опором, про-

порційним швидкості, вважаючи, що кінці струни закріплені нерухомо. 
11. Сформулювати крайову задачу про малі поперечні коливання прямокутної мембрани зі сторонами 

a  і b , якщо дві її протилежні сторони закріплені жорстко, а дві інші вільні. У момент часу 0=t  до поверхні 
мембрани прикладено рівномірно розподілене навантаження tPf ω= sin0 . 
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2. Класифікація рівнянь з частиними похідними другого порядку 

2.1. Тип і канонічний вигляд рівняння 

Питання для повторення 
1. Які типи рівнянь з частинними похідними другого порядку ви знаєте? 
2. Як проводиться класифікація (в точці та області) рівнянь з частинними похідними другого порядку? 
3. Написати канонічний вигляд рівняння еліптичного, гіперболічного і параболічного типів. 
4. Як привести до канонічного вигляду рівняння з частинними похідними другого порядку, якщо невідома 

функція залежить від m  змінних ( )3≥m ? 
5. Як привести до канонічного вигляду рівняння з частинними похідними другого порядку, якщо невідома 

функція залежить від двох змінних )2( =m ? 

Методичні вказівки 
Привести до канонічного вигляду і встановити тип рівняння 
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у випадку 3≥m  можна в деякій фіксованій точці ),...,,( 00
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0
mxxxx = . Для цього [1,2,3] записують квадратич-

ну форму ∑
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1
 приводимо її до канонічного ви-

гляду ∑
=

±=Φ
N
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1

2 , mN ≤ . Якщо mN =  і всі коефіцієнти мають той самий знак, то рівняння (2.1) у точці 0x  

належить еліптичному типу; якщо 1−= mN  і всі коефіцієнти однакового знаку, то – параболічному; якщо 
mN =  і один з коефіцієнтів має знак протилежний знаку інших, то – гіперболічному. При цьому, щоб при-

вести рівняння (2.1) до канонічного вигляду, потрібно зробити заміну змінних Tx=ξ , де матриця T  є тран-

спонованою до матриці , , 1,ij i j mα = .  
У випадку 2=m  рівняння (2.1) приймає вигляд: 

2 2 2

11 1 2 12 1 2 22 1 22 2
2 1 22
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u u u u ua x x a x x a x x f x u
x x x xx x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  

.  (2.2) 

Для того, щоб привести рівняння (2.2) до канонічного вигляду, потрібно знайти характеристики рів-
няння (2.2), які є інтегральними кривими наступного рівняння характеристик: 

0))(,(),(2))(,( 2
22122212112

2
12111 =+− dxxxadxdxxxadxxxa . (2.3) 

Якщо для рівняння (2.2) вираз 2211
2
12 aaa −=δ  зберігає знак у деякій області, то його можна віднести 

до одного з наступних типів у цій області:  
а) 0>δ  – гіперболічний тип;  
б) 0<δ  – еліптичний тип;  
в) 0=δ  – параболічний тип. 
У випадку рівняння гіперболічного типу (а) 0>δ ) рівняння характеристик (2.3) має два сімейства ін-

тегральних кривих, що є характеристиками рівняння (2.2): ( ) 1211 , Cxx =ϕ  і ( ) 2212 , Cxx =ϕ .  
У цьому випадку заміна змінних ),( 211 xxϕ=ξ , ),( 21 xxη=η  приводить рівняння (2.2) до першого ка-

нонічного вигляду:  









η∂
∂

ξ∂
∂ηξ=

η∂ξ∂
∂ uuufu ,,,,1

2
.  

Заміна змінних )(5,0 21 ϕ+ϕ=ξ , )(5,0 21 ϕ−ϕ=η  приводить рівняння (2.2) до другого канонічного вигляду:  









η∂
∂

ξ∂
∂ηξ=

η∂
∂−

ξ∂
∂ uuufuu ,,,,22

2

2

2
.  

У випадку, коли рівняння (2.2) належить еліптичному типу (б) 0<δ ), воно не має дійсних характери-
стик. У цьому випадку характеристики будуть комплексно-спряженими: constxxixx =ψ±ϕ ),(),( 2121 . 

Заміна змінних ),( 21 xxϕ=ξ , ),( 21 xxψ=η  приводить рівняння (2.2) до канонічного вигляду:  









η∂
∂

ξ∂
∂ηξ=

η∂
∂+

ξ∂
∂ uuufuu ,,,,32

2

2

2
. 
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Якщо рівняння (2.2) параболічного типу (в) 0=δ ), то воно має одне сімейство дійсних характеристик 
constxx =ϕ ),( 21 . У цьому випадку заміна змінних, яка приводить рівняння (2.2) до канонічного вигляду 









η∂
∂

ξ∂
∂ηξ=

η∂
∂ uuufu ,,,,2

2
, 

має вигляд: ),( 21 xxϕ=ξ , ),( 21 xxη=η , де ),( 21 xxη  – довільна функція, для якої Якобіан в області, що розг-
лядається, 0

1221
≠ηϕ−ηϕ xxxx . 

Завдання 1. 
Визначити тип рівняння і привести його до канонічного вигляду: 

05422 =++++++ yxzzyxxyyyxx uuuuuuu . 
Розв’язок.  
Оскільки рівняння має постійні коефіцієнти, а 3=m , то розглядаємо квадратичну форму 

2
33221

2
2

2
1 5422 Ρ+ΡΡ+ΡΡ+Ρ+Ρ=Φ . Приведемо його до канонічного вигляду методом Лагранжа:  

2
3

2
2

2
1

2
3

2
32

2
21 )2()( qqq ++=Ρ+Ρ+Ρ+Ρ+Ρ=Φ .  

Оскільки всі коефіцієнти є одиницями, то рівняння належить до еліптичного типу. При цьому перет-
ворення, що привело квадратичну форму до канонічного вигляду, має вигляд:  

3211 2qqq +−=Ρ , 322 2qq −=Ρ , 33 q=Ρ .  
Матриця цього перетворення записується наступним чином: 

1 1 2
0 1 2
0 0 1

− 
 − 
 
   

. 

Матрицю шуканого перетворення, що переводить вихідне рівняння у канонічне, визначаємо з даної 
матриці транспонуванням: 















−
−=Τ

122
011
001

 

. 

У вихідному рівнянні переходимо до нових незалежних змінних: x=ξ1 , yx +−=ξ2 , zyx −−=ξ 223 . 
Частинні похідні у нових змінних запишуться: 

321
2 ξξξ +−= uuuux , 

32
2 ξξ −= uuuy , 

3ξ=uuz , 

333222312111
4442 ξξξξξξξξξξξξ +−++−= uuuuuuuxx , 

333222
44 ξξξξξξ +−= uuuuyy , 

33ξξ=uuzz , 
3222

2 ξξξξ −= uuuyz , 

3332223121
442 ξξξξξξξξξξ −+−−= uuuuuuxy  

. 
Підставимо їх у рівняння і після приведення подібних членів одержимо канонічний вигляд заданого 

рівняння:  

0
12

3

2

2
2

2

2
1

2
=

ξ∂
∂+

ξ∂
∂+

ξ∂
∂+

ξ∂
∂ uuuu . 

Завдання 2.  

Привести до канонічного вигляду рівняння 0=+ yyxx yuu  в кожній з областей, де його тип зберігаєть-
ся. 

Розв’язок.  
Порівнюючи це рівняння з (2.3), знаходимо 111 =a , 012 =a , ya =22 , тоді yaaa −=−=∆ 2211

2
12 . При 

0>y рівняння еліптичне, при 0<y  – гіперболічне, а при 0y =  – параболічне. Розглянемо детальніше такі 
випадки. 

1) 0>y . Диференціальні рівняння характеристик 

dx
yi

dy = , dx
yi

dy −= , 

звідки 12 Cxyi =+ , 22 Cxyi =+− . 

За нові незалежні змінні оберемо дійсну та уявну частини загальних розв’язків yx 2, =η=ξ . 
Знаходимо частинні похідні у нових змінних 
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ξξ= uuxx ; 
3

1
2
11

y
u

y
uuyy ηηη −= . 

Підставляючи одержані вирази у вихідне рівняння, матимемо: 

01 =
η

−+ ηηηξξ uuu . 

2) 0<y . З рівнянь характеристик 

dx
y

dy =
−

, dx
y

dy −=
−

, 

маємо 12 Cxy =+− , 22 Cxy =−− . Замінимо змінні yx −+=ξ 2 , yx −−=η 2  та знаходимо 

ηηξηξξ ++= uuuuxx 2 , 
yy

u
yy

u
y

u
y

u
y

uuyy −
−

−
+−+−= ηξηηξηξξ

1
2
11

2
11121 . 

Підстановка цих значень у вихідне рівняння дає 

( ) 01
2
14 =

−
−+ ηξξη y

uuu  або ( )( ) 0
2

1 =−
η−ξ

+ ηξξη uuu . 

Завдання 3.  
Визначити тип рівняння і привести його до канонічного вигляду у кожній з областей, де його тип збе-

рігається: 02

2

2

2
=

∂
∂+

∂
∂

y
u

x
uxy

 
. 

Розв’язок.  
Тут xya =11 , 02112 == aa , 122 =a , отже xy−=δ . Рівняння належить:  
а) гіперболічному типу, якщо 0<x , 0>y  або 0>x , 0<y  (тобто в другій та четвертій чвертях);  
б) параболічному типу, якщо 0=x  або 0=y  (тобто на осях координат);  
в) еліптичному типу, якщо 0>x , 0>y  або 0<x , 0<y  (тобто у першій та третій чвертях). 
Запишемо рівняння характеристик  

0)()( 22 =+ dxdyxy  або 
xydx

dy 12
−=






 . 

Нехай 0<x , 0>y  (випадок (а). Тоді рівняння характеристик можна записати (враховуючи, що 
0>−x ):  

x
dxdyy

yxdx
dy

yxdx
dy

−
±=⇒

−
±=⇒

−
=






 1

)(
12

. 

Характеристики даного рівняння в цьому випадку мають вигляд 

constxy =−2
3
2 2

3
 . 

Введемо заміну змінних:  xy −+=ξ 2
3
2 2

3
, xy −−=η 2

3
2 2

3
. 

Знайдемо частинні похідні у нових змінних: 

η∂
∂

−
+

ξ∂
∂

−
−=

∂
∂ u

x
u

xx
u 11 , 








∂
∂+

ξ∂
∂=

∂
∂

y
uuy

y
u , 









η∂
∂−

ξ∂
∂

−
−

η∂
∂−

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂−= uu

x
u

x
u

x
u

x
uxx 232

22

2

2

)(2
1121 , 









η∂
∂+

ξ∂
∂+









η∂
∂+

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂= uu

y
uuuyuyy 2

12 2

22

2

2
, 

підставимо у рівняння, і після зведення подібних членів одержимо перший канонічний вигляд рівняння: 

0
2

1
2

4
2

=







η∂
∂+

ξ∂
∂+








η∂
∂+

ξ∂
∂

−
+

η∂ξ∂
∂ uu

y
uu

x
yuy . 

Після спрощення, враховуючи, що ( )η−ξ=−
4
1x , ( )η+ξ=

4
32

3
y , остаточно маємо  

( ) ( ) 0
6

1
2

12
=








η∂
∂+

ξ∂
∂

η+ξ
+








η∂
∂−

ξ∂
∂

η−ξ
+

η∂ξ∂
∂ uuuuu . 
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Заміна змінних 2
3

3
2 y=ξ , x−=η 2  приводить рівняння до другого канонічного вигляду: 

ξ∂
∂

ξ
−

η∂
∂

η
=

η∂
∂−

ξ∂
∂ uuuu

3
11

2

2

2

2
. 

Аналогічно приводиться рівняння до канонічного вигляду і в другій чверті; потрібно лише врахувати, 
що тут 0>−y .  

У випадку б) при 0=x  або 0=y  маємо відразу канонічний вигляд рівняння  0=yyu .  
У випадку рівняння еліптичного типу (наприклад, якщо 0<x , 0<y ) рівняння характеристик можна 

записати наступним чином: 

( )( ) ( )( )yx
i

dx
dy

yxdx
dy

−−
±=⇒

−−
−=






 112

. 

Таким чином його комплексно-спряжені характеристики мають вигляд: ( ) ( ) constxiy =−±−− 2
1

2
3

3
2 . 

Заміна змінних ( )2
3

3
2 y−−=ξ , x−=η 2  приведе це рівняння до канонічного вигляду: 

0
3
11

2

2

2

2
=

ξ∂
∂

ξ
+

η∂
∂

η
+

η∂
∂+

ξ∂
∂ uuuu . 

Аналогічним способом здійснюємо перетворення при 0>x , 0>y  (у першій чверті), де рівняння ха-
рактеристик можна записати: 

x
dxidyy ±= . 

Завдання 4. 
Визначити тип рівняння і привести його до канонічного вигляду. За допомогою заміни невідомої фу-

нкції вигляду ( ) ( ) yxeyxvyxu β+α= ,,  спростити отримане рівняння зі сталими коефіцієнтами: 

02 2

22

2

2
=+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂ u

y
uc

x
ub

y
ua

yx
ua

x
ua . 

a , b , c  – постійні числа. 
Розв’язок. Тут 221211 aaa == , тому 022 =−=δ aa , тобто рівняння належить до параболічного типу. 

Знайдемо його характеристику. Оскільки  
dxdyadxadydxady =⇒=+− 02 22 ,  

то constxy =−  є характеристикою заданого рівняння. Покладаємо xy −=ξ , а в якості η  можемо взяти 
будь-яку функцію, за умови, що Якобіан не дорівнює нулю. Наприклад, x=η . Тоді 0101 ≠−=−−=J . Отже, 
маємо заміну: xy −=ξ , x=η . Знаходимо частинні похідні у нових змінних: 

ξ∂
∂−

η∂
∂=

∂
∂ uu

x
u  , 

ξ∂
∂=

∂
∂ u

y
u , 2

222

ξ∂
∂−

η∂ξ∂
∂=

∂∂
∂ uu

yx
u , 

2

22

2

2

2

2
2

η∂
∂+

η∂ξ∂
∂−

ξ∂
∂=

∂
∂ uuu
x
u , 2

2

2

2

ξ∂
∂=

∂
∂ u
y

u . 

Канонічний вигляд даного рівняння: 

01
2

2
=

η∂
∂+

ξ∂
∂−+

η∂
∂+

η∂
∂ u

a
u

a
bcu

a
bu

 
. 

Введемо нову функцію ( )ηξ,v  співвідношенням ( ) ( ) βη+αξηξ=ηξ evu ,, , де α  і β  – довільні числа. 
Знайдемо їх, прирівнявши до нуля, які-небудь два коефіцієнти у перетвореному рівнянні. Маємо: 

βη+αξβη+αξ α+
ξ∂

∂=
ξ∂

∂ veevu  , βη+αξβη+αξ β+
η∂

∂=
∂
∂ veev

y
u , 

βη+αξβη+αξβη+αξ β+
η∂

∂β+
η∂

∂=
η∂

∂ veevevu 2
2

2

2

2
2 , 

так, що рівняння мають вигляд (після скорочення на βη+αξe ): 

( ) 012 2
2

2
=β+α−α++

ξ∂
∂−+

η∂
∂






 +β+

η∂
∂ vabcv

a
bcv

a
bv

 
. 
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Знайдемо α , β  з умов: 02 =+β
a
b , 01 2 =β+β+α−α+ abbc , так що 

a
b
2

−=β ; ( )bca
ab

−
−=α

4
42

. 

Тепер рівняння має вигляд: 02

2
=

ξ∂
∂−+

η∂
∂ v

a
bcv . 

Завдання 5. 
в області {( , ): 0, 0}x y x y> >  знайти загальний розв’язок рівняння 

0
2
1

2

2

2

2
=








∂
∂−

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂

y
u

x
u

y
uy

x
ux . 

Розв’язок.  
Спочатку приведемо рівняння до канонічного вигляду. Оскільки 0>=δ xy , то дане рівняння в області 

0>x , 0>y  належить до гіперболічного типу, має дві дійсні характеристики constyx =±  і заміною 

змінних yx +=ξ , yx −=η  зводиться до першого канонічного вигляду 0=ξηu . Загальний розв’язок 

останнього рівняння одержимо у вигляді: ( ) ( ) ( )ηψ+ξϕ=ηξ,u , де ( )ξϕ  і ( )ηψ  – довільні функції своїх аргу-
ментів. Переходячи до змінних x , y  отримаємо, що загальний розв’язок заданого рівняння має вигляд: 

)()(),( yxyxyxu −ψ++ϕ= . 

2.2. Завдання для самостійної роботи 

В задачах 1-8 привести рівняння до канонічного виду в кожній з областей, де його тип зберігається. 
1. 0=+ yyxx xuu . 2. 0=− yyxx xuyu . 

3. 0=+ yyxx yuxu . 4. 022 =− yyxx uxuy . 

5. 022 =+ yyxx uyux . 6. 02 22 =++ yyxyxx uxxyuuy . 

7. 02 22 =++ yyxyxx uyxyuux . 8. 022 2 =−+− yyyxyxx uuxxuu . 
В задачах 9, 10 визначити тип рівняння і привести його до канонічного вигляду. За допомогою заміни 

шуканої функції ( ) ( ) yxeyxvyxu β+α= ,,  спростити рівняння зі сталими коефіцієнтами: 
9. 02222 =+++++ ucubuauauau yxyyxyxx . 

10. 02 =+++++ ucubuauauau yxyyxyxx . 
11. Привести до канонічного вигляду рівняння 

05422 =++++++ yxzzyzyyxyxx uuuuuuu . 
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3. Рівняння гіперболічного типу 

3.1. Задача Коші для рівняння коливань струни та крайові задачі для напівобмеженої 
струни. Метод характеристик 

Питання для повторення 
1. Сформулювати задачу Коші для рівняння коливань струни. 
2. Написати формулу Д’Аламбера. 
3. Викласти метод Д’Аламбера розв’язання задачі про коливання напівобмеженої струни. 

Методичні вказівки 
Задача Коші для рівняння  

( )yxFuyxfuyxeuyxduyxcuyxbuyxa yxyyxyxx ,),(),(),(),(),(2),( =+++++  (3.1) 
з умовами 

( ) ( )yxu
l
uyxuu ,,, 10 =

∂
∂=

Γ
Γ  (3.2) 

полягає в наступному. Нехай в області D  задано рівняння (3.1) гіперболічного типу ( 02 >−acb ) і на кривій 
Γ , яка належить області D  або є частиною границі області D , задані функції ),(0 yxu , ),(1 yxu  і напрямок 

),( yxl . Потрібно знайти функцію ),( yxu , яка в області D  є розв’язком рівняння (3.1) і на кривій Γ  задово-
льняє умовам (3.2).  

Якщо в кожній точці кривої Γ  напрямок l  не є дотичним до кривої Γ  і дотичний напрямок до кривої 
Γ  не є характеристичним, то в області D , обмеженій характеристиками, що проходять через кінці кривої 
Γ , при достатній гладкості коефіцієнтів рівняння (3.1) і даних умов (3.2) існує єдиний розв’язок задачі Коші 
(3.1)-(3.2). 

Класичною задачею Коші для хвильового рівняння називають задачу знаходження функції ),( tXu  

( ),,( zyxX = ) класу )0()0( 12 ≥∩> tCtC , що задовольняє при 0>t  рівняння  

),(2 tXfuautt +∆=  (3.3) 
і початковим умовам 

)(,)( 00 XuXu ttt ψ=ϕ= == , (3.4) 
де ψϕ,,f  – задані функції. 

Якщо виконуються умови  
;1),(),(),0( 11121 =∈ψ∈ϕ≥∈ nRCRCtCf  

,3,2),(),(),0( 232 =∈ψ∈ϕ≥∈ nRCRCtCf nn   
то розв’язок задачі Коші (3.3)-(3.4) існує, він єдиний та виражається при 1=n  формулою Д’Аламбера 
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при 2=n  формулою Пуассона 
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при 3=n  формулою Кірхгофа 
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 (3.7) 

Зауваження. Відомі результати теорем про неперервну залежність розв’язку задачі Коші від початко-
вих даних (див., напр., [8]) дають можливість будувати наближення розв’язків даних задач, коли початкові 
функції ϕ , ψ  не задовольняють записані вище умови.  

Завдання 1.  
Біжучі хвилі. Необмеже- на струна збурена локальним 

 h 
t=0 

u 

x 
0 l -l 

2
h  

Рис. 3.1 
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початковим відхиленням, заданим у вигляді рівнобедреного трикутника (рис. 3.1). Побудувати (накреслити) 
положення струни для моментів часу (4 )kt kl a= , де 5,3,2,1,0=k . 

Розв’язок.  
Процес коливання струни буде описуватись задачею Коші 





ψ=ϕ=
=−

.)()0,(),()0,(
,02

xxuxxu
uau

t
xxtt  

А оскільки струна здійснює коливання  лише внаслідок початкових відхилень її точок від положення 
рівноваги, то тут 0)( =ψ x . Тоді розв’язок Д’Аламбера (3.5), матиме вигляд ( ), ( ( ) ( )) 2u x t x at x at= ϕ − +ϕ + . 

Ця формула є законом руху струни для випадку, коли в початковий момент вона відхилена і нерухо-
ма. Вона визначає дві біжучі хвилі: хвилю ( ) ( )1 , 2u x t x at=ϕ − , що поширюється у додатньому напрямку осі 

Оx, і хвилю ( ) ( )2 , 2u x t x at=ϕ +  – у протилежному напрямку; величини швидкостей обох хвиль однакові і 
дорівнюють a. 

Відхилення точок струни у хвилі 1u  в початковий момент часу 0=t  дорівнюють 

( )1 ,0 ( 0) 2 ( ) 2u x x a x=ϕ − ⋅ =ϕ , тобто становлять половину від повних відхилень. З часом відповідний півп-
рофіль зсувається як ціле з швидкістю a вправо у напрямку осі Оx, утворюючи хвилю 1u , яка і “біжить” 
вправо (пряма хвиля). Аналогічно у хвилі 2u  відхилення точок у момент часу 0=t  також дорівнюють 

( ) 2xϕ , але її профіль зсувається з швидкістю a вліво вздовж осі Оx (зворотна хвиля). 
Отже, задане початкове відхилення поділяється на дві однакові хвилі, що поширюються в протилеж-

них напрямах зі сталою швидкістю a. Повне відхилення точок струни в довільний момент часу t є сумою ві-
дхилень прямої та зворотної хвиль. На рис. (3.2) наведені профілі струни для моментів (4 )kt kl a=  
( 5,3,2,1=k ). 

Завдання 2.  
Необмежена струна збурена локальним початковим відхиленням, як у завданні 1, у формі рівнобедре-

ного трикутника (див. рис. 3.1). Початкові швидкості дорівнюють нулю. Використовуючи метод характери-
стик, знайти: а) формули, що представляють профіль струни при 0>t ; б) формули, що представляють закон 
руху точок струни з різними абсцисами при 0>t . 

Розв’язок.  
Відповідно до умови задачі, відхилення точок струни в початковий момент часу визначатимуться за 

формулою 

( ) ( )

0 ,

1 0,
,0

1 0 ,

0 .

  при x l
xh   при l x
l

u x x
xh   при x l
l

  при x l

<−


  + − ≤ ≤   =ϕ =
  − < <   


≥

 

Щоб отримати необхідні формули, побудуємо у фазовому просторі ( )tx,  характеристики 
latxlatx ±=+±=− ,  при 0≥t  (рис. 3.3). При цьому  
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Рис. 3.2  

 
півплощина 0≥t  розбивається на шість частин. Коливання проходять тільки в тих точках і в ті моменти ча-
су, які відповідають зонам I, II, III. В зоні II діє тільки пряма хвиля, в зоні III – тільки зворотна, а в зоні I – і 
пряма, і зворотна хвилі. В точках, які відповідають зонам IV і V, коливання ще не відбуваються, тому що до 
них ще не дійшли передні фронти відповідно прямої та зворотної хвиль, а в точках, які відповідають зоні VI, 
коливання уже немає, тому що через них уже пройшли задні фронти прямої та зворотної хвиль. Тепер, зафі-
ксувавши час і рухаючись уздовж прямої 0tt = , легко записати вирази для функції ( )0,txu  для довільної точ-
ки x. 

а) При 
a
lt <0  точка фазової площини при русі зліва направо перетинає послідовно зони V, III, I, II, і 

IV. В цьому випадку одержимо 
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Рис. 3.3.  
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Аналогічно записується вираз для ( )0,txu  при alt >0 : 
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б) Зафіксувавши довільну точку 0x  струни і піднімаючись вгору по прямій 0xx= , аналогічно до по-
переднього, можемо записати вирази для функції ( )txu ,0  в довільний момент часу t в кожному з інтервалів 

lx −<<−∞ , 0<<− xl , lx<<0  та +∞<< xl . 

Завдання 3.  

Знайти розв’язок рівняння 032 2

22

2

2
=

∂
∂−

∂∂
∂+

∂
∂

y
u

yx
u

x
u , що задовольняє початковим умовам 23)0,( xxu = , 

0
0

=
∂
∂

=yy
u . 

Розв’язок. 
Спочатку приведемо рівняння до канонічного вигляду і знайдемо його загальний розв’язок: 

)()3(),( 21 xyFxyFyxu ++−= ,  
де 1F  і 2F  – довільні функції своїх аргументів. Визначимо їх так, щоб виконувалися початкові умови. Для 
цього знайдемо 

)()3( 21 xyFxyF
y
u +′+−′=

∂
∂ . 

Тут штрих означає похідні функції за проміжними аргументами (диференціюємо функцію як складну). При 
0=y  маємо  


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′+−′=
+−=

).()3(0
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21
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2

xFxF
xFxFx .  

Другу рівність інтегруємо по змінній x  і одержимо 
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Або:  czzF
4
3

4
1)( 2

1 += , czzF
4
3

4
3)( 2

2 −= .  

Підставляючи знайдені функції 1F  й 2F  у загальний розв’язок рівняння, знаходимо розв’язок постав-
леної задачі  

2222 3
4
3)(

4
3

4
3)3(

4
1),( xycxycxyyxu +=+++−−= . 

Завдання 4.  
Кінець напівобмеженої струни 0>x , починаючи з моменту 0=t , рухається за законом )(),0( ttu µ= . 

Знайти відхилення ),( txu  точок струни при 0>t , якщо початкові швидкості і відхилення дорівнюють нулю. 
Розв’язок.  
Спочатку сформулюємо описану вище фізичну задачу як крайову: потрібно знайти розв’язок рівняння 

струни 02 =− xxtt uau , 0>x , 0>t  при початкових умовах: 0)0,( =xu , 0)0,( =xut , 0>x  і крайовій умові 
)(),0( ttu µ= , 0>t . 

Як ми переконалися раніше, загальний розв’язок рівняння коливання струни можна представити у ви-
гляді суми прямої і зворотної хвилі. Оскільки збурення задані в точці 0=x , а розв’язок поставленої задачі 
потрібно знайти при 0>x , то будемо шукати його у вигляді прямої хвилі:  

)(),( atxFtxu −= .  
Тут F  – довільна функція свого аргументу. З крайової умови при 0=x  одержимо:  

)()( atFt −=µ , 0>t  )0( >a .  

Тим самим функцію )(zF  визначили для від’ємних значень аргументу z  )0( <−= atz  як )(
a
z−µ , 

0>−
a
z . 



 283 

Поклавши для 0>z  функцію  0)( ≡zF , задовольнимо нульові початкові умови: 0)()0,( ≡= xFxu , 

0>x  і 0
0

=
∂
∂

=tt
u , 0>x . 

Таким чином, розв’язок поставленої задачі запишеться:  







<<

>−µ
=−=

.0  якщо,0

,  якщо),(
)(),(

a
xt

a
xt

a
xt

atxFtxu  

Аналогічно розв’язується і крайова задача з крайовою умовою другого роду на кінці 0=x : 
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Розв’язок цієї задачі записується у вигляді:  
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3.2. Завдання для самостійної роботи  

1. Хвилі імпульсу. Точкам необ- меженої струни на відрізку 
lxl ≤≤−  в початковий момент часу 0=t  надана швидкість 0v . Початко-

ві відхилення струни дорівнюють нулю. Побудувати (накреслити) по-

a
kltk 2= , де 4,0=k . ложення струни для моментів часу 

2. Необмежена струна збурена локальним початковим відхи-
ленням, що має форму квадратичної па- раболи (рис. 3.4). Початкові 
швидкості дорівнюють нулю. Викорис- товуючи метод Д’Аламбера, 
знайти: а) формули, що представляють профіль струни при 0>t ; б) формули, що представляють закон руху 
точок струни з різними абсцисами при 0>t . 

3. В момент часу 0=t  необмежена струна збурена почат-
ковим відхиленням, що має форму, зображену на рис. 3.5. В якій 
точці x і в який момент часу 0>t  відхилення струни буде макси-
мальним? Яка величина цього відхилення? 

4. Необмеженій струні на відрізку lxl ≤≤−  надана попереч-
на початкова швидкість constv =0 , поза цим відрізком початкова 
швидкість дорівнює нулю. Знайти формули, що представляють за-
кон руху точок струни з різними абсцисами при 0>t . 

5. Напівобмежена струна, яка закріп- лена на кінці, збурена початко-
вим відхиленням, зображеним на рис. 3.6. На- креслити положення струни для 

моментів часу .
2
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6. Знайти розв’язок задачі:  
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u , ∞<<−∞ x , 0>t ; 2)0,( xxu = , x
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4
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=
, 

∞<<−∞ x , 
та дати її фізичну інтерпретацію. 

7. Напівобмеженій струні із закріпленим кінцем у початковий момент часу 0=t  з допомогою попере-
чного удару переданий імпульс I  у точці 0xx = . Знайти відхилення ),( txu  точок струни від положення рів-
новаги при 0>t , якщо початкові відхилення 0)0,( =xu , а початкові швидкості в точках 0xx ≠  також дорів-
нюють нулю. 

8. Кінець напівобмеженої струни +∞<< x0 , починаючи з моменту 0=t , рухається за законом 
)(),0( ttu µ= . Знайти відхилення ),( txu  точок струни при +∞<< t0 , якщо початкові швидкості і відхилення 

рівні нулю. 
9. Знайти розв’язок задачі і дати її фізичну інтерпретацію  

xt
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10. Знайти розв’язок рівняння 032 =−+ yyxyxx uuu , якщо задані умови: 0)0,( =xu , xxxuy cos)0,( += . 
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3.3. Метод Фур’є (метод відокремлення змінних) 

Методичні вказівки 
Метод Фур'є, або метод відокремлення змінних, є одним з найпоширеніших методів розв’язання кра-

йових задач не тільки для рівняння коливання струни, але і для інших рівнянь математичної фізики [2]. Для 
його застосування істотним є лінійність крайової задачі, а не тип диференціального рівняння в частинних 
похідних. Цей метод, як правило, застосовується у випадках, коли криві (поверхні), на яких задані крайові 
умови, є координатними кривими (поверхнями) в обраній для заданої задачі системі координат. Основна 
ідея цього методу полягає в тому, що розв’язок крайової задачі зводиться до розв’язання допоміжних крайо-
вих задач для звичайних диференціальних рівнянь, або для рівняння в частинних похідних, але з меншим 
числом незалежних змінних. Розв’язок вихідного рівняння в частинних похідних будується у вигляді добут-
ків розв’язків допоміжних крайових задач. Після цього розв’язок заданої крайової задачі записується у ви-
гляді лінійної комбінації цих розв’язків з постійними коефіцієнтами. 

У процесі розв’язання крайових задач методом Фур'є важливе значення має задача на власні значен-
ня, зокрема задача Штурма-Ліувілля. Наведемо коротко основні моменти, що стосуються цієї задачі. 

Нехай задано диференціальний оператор  
( ( ) ( )) ( ) ( )Lu p x u x q x u x′ ′≡ ⋅ −  

на відрізку ],[ ba  де 1( ) [ , ]p x C a b∈ , ],[)( baCxq ∈ , ( ) 0p x >  на ],[ ba . Функція )(xu  належить до області ви-

значення )(LD  оператора L , якщо ],[),()( 12 baCbaCxu ∩∈  і задовольняє крайовим умовам: 

1 1 1

2 2 2

( ) ( ( ) ( )) ( ) 0 ,

( ) ( ( ) ( )) ( ) 0 ,

R u u a u a p a

R u u b u b p b

′≡ α −β =

′≡ α +β =
 (3.8) 

де 0≥αi , 0≥βi , 0>β+α ii , 2,1=i . 
Поставимо наступну задачу: знайти ті значення параметра λ  (власні значення задачі (3.8)-(3.9)), при 

яких рівняння  
uLu λρ=   (3.9) 

має ненульовий розв’язок з )(LD  (власні функції задачі (3.8)-(3.9)). Задану, додатно визначену та непере-
рвну на ],[ ba  функцію )(xρ  називають ваговою функцією. 

Поставлена задача називається задачею Штурма-Ліувілля. Приведемо основні властивості її 
розв’язків. 

1. Усі власні значення оператора L  (чи крайової задачі (3.8), (3.9)) дійсні і при 0≥q  є невід’ємними. 
Множина власних значень зчисленна:  

∞=λ<λ<<λ<λ
∞→

n
n

n lim......21 . 

2. Кожному власному значенню відповідає одна власна функція. 
3. Власні функції оператора L  (чи крайової задачі (3.8), (3.9)), що відповідають різним власним зна-

ченням, ортогональні в ],[2 baL  з вагою )(xρ , тобто якщо )(xuk  – власна функція, що  відповідає kλ , а 
)(xun  – власна функція, що відповідає nλ  і k nλ ≠λ , то  

0)()()( =ρ∫
b

a
nk dxxxuxu . 

4. Має місце теорема Стєклова: якщо функція ],[)( 2 baCx ∈Φ  і задовольняє крайовим умовам (3.8), то 
вона розкладається у рівномірно й абсолютно збіжний ряд Фур'є за власними функціями крайової задачі 
(3.8), (3.9):  

∑
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=
ϕ=Φ

1
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k
kk xux .  

Помноживши рівність на )()( xux nρ  та інтегруючи по відрізку ],[ ba , знаходимо коефіцієнти Фур'є nϕ , ви-
користовуючи ортогональність (властивість 3):  
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5. Якщо ],[)( 2 baLx ∈Φ , то її ряд Фур'є )(
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=
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3.3.1. Крайові задачі для однорідного рівняння коливання струни 

Питання для повторення 
1. Написати рівняння малих поперечних коливань струни. 
2. Написати рівняння малих повздовжніх коливань струни. 
3. Дати фізичну інтерпретацію початкових умов для рівняння струни. 
4. Дати фізичну інтерпретацію крайових умов першого, другого і третього роду для рівняння струни. 
5. Викласти метод відокремлення змінних для однорідного рівняння струни. 

Завдання 1.  
Використовуючи метод Фур’є (метод відокремлення змінних), 

закріпленої на кінцях ( )l,0 , яка визначити закон коливання струни, 
в початковий момент має форму па- раболи, симетричної відносно 
своєї середини; максимальне відхи- лення дорівнює h (рис. 3.7). По-
чаткові швидкості точок струни до- рівнюють нулю. 

Розв’язок.  
Сформулюємо задану фізичну задачу як крайову: знайти розв’язок однорідного рівняння коливань 

струни  

02

22
2

2
=

∂
∂−

∂
∂

x
ua

t
u , lx <<0 , 0>t , (3.11) 

що задовольняє наступні крайові і початкові умови: 
0),0( =tu , 0),( =tlu , 0>t , (3.12) 

)()0,( xxu ϕ= , 0)0,( =xut , lx <<0 . (3.13) 
Оскільки парабола проходить через точки 0=x  і lx= , її рівняння буде ( )xlAxu −= , А – стала, яку 

знаходимо з умови hu lx ==
2

. Маємо 2
4

l
hA= , тому ( ) ( ).4

2 xlx
l
hx −=ϕ  

Розв’язок задачі шукаємо у вигляді )()(),( tTxXtxu ⋅= , що тотожно не дорівнює нулю та задовольняє 
крайові умови (3.12). Підставляючи вказану форму розв’язку у (3.11) та відокремлюючи змінні, одержимо 
рівняння: 

0)()( 2 =λ+′′ tTatT , (3.14) 
0)()( =λ−′′ xXxX . (3.15) 

Враховуючи крайові умови (3.12), для знаходження функцій )(xX  отримаємо задачу Штурма-
Ліувілля: 





==
=λ−′′

.0)(,0)0(
,0)()(

lXX
xXxX  (3.16) 

Власні значення і власні функції задачі (3.16) мають вигляд:  
2






 π=λ=λ

l
n

n , 
l
nxDxX nn

π= sin)( . 

де nD  – довільна стала, яку покладемо рівною одиниці. Цим значенням відповідають розв’язки рівняння 
(3.14) 

at
l
nBat

l
nAtT nnn

π
+

π
= sincos)( , (3.17) 

Тоді, повертаючись до задачі (3.11)–(3.13), отримаємо розв’язок 

∑∑
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∞

=

ππ
+

π
==

11
sin)sincos(),(),(

n
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n
n x

l
nat

l
nBat

l
nAtxutxu . (3.18) 

Для знаходження nA  і nB  розкладемо функцію )(xϕ  у ряд Фур’є та скористаємось початковими умо-
вами. В результаті одержимо: 

 
h 

u 

x 

0 l l
2
1  

Рис. 3.7. 
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За формулою (3.18) розв’язок задачі запишеться у вигляді 

( ) ( ) .sincos1116,
1

33 ∑
∞

=

ππ−−
π

=
n

n

l
xn

l
atn

n
htxu  (3.19) 

Оскільки при парних n коефіцієнт дорівнює нулю, а при непарних – двом, остаточно: 

( )
( )

( ) ( ) .12sin12cos
12

132,
0

33 ∑
∞

=

π+π+

+π
=

k l
xk

l
atk

k
htxu  

Коливання струни періодичне з частотою laπ  і періодом al2 . 

Завдання 2.  
Один кінець стержня ( )lx =  закріплений пружно, а інший ( )0=x  – жорстко. Знайти закон повздовж-

ніх коливань стержня при довільно заданих початкових умовах. 
Розв’язок.  
Сформулюємо задану фізичну задачу як крайову: знайти розв’язок однорідного рівняння коливань 

струни  

02

22
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2
=

∂
∂−

∂
∂

x
ua

t
u , lx <<0 , 0>t , (3.20) 

що задовольняє наступні крайові і початкові умови: 

0),0( =tu , 0=




 +

∂
∂

=lx
hu

x
u , 0>t , (3.21) 

)()0,( xxu ϕ= , )(
0

x
t
u

t
ψ=

∂
∂

=
, lx <<0 . (3.22) 

Тут 
δ

=
E
kh , k  – коефіцієнт, що характеризує жорсткість закріплення. Будемо шукати часткові розв’язки рі-

вняння (3.22) у вигляді добутку 
)()(),( tTxXtxu ⋅= , (3.23) 

що тотожньо не дорівнюють нулю та задовольняють крайові умови (3.21). Підставляючи (3.23) у (3.20), оде-
ржимо  

0)()()()( 2 =′′−′′ tTxXaxXtT , 
або, відокремлюючи змінні, 

λ−=
′′

=
′′

)(
)(

)(
)(

2 tTa
tT

xX
xX . (3.24) 

З (3.24) одержимо: 
0)()( 2 =λ+′′ tTatT , (3.25) 

0)()( =λ−′′ xXxX . (3.26) 
Підставляючи (3.23) у (3.21), отримаємо: 

0)0()( =⋅ XtT  і ( ) 0)()()( =+′ lhXlXtT . 
Оскільки )(tT  тотожно не дорівнює нулеві [адже шукаємо ненульовий розв’язок рівняння (3.24)], то 

одержимо наступні граничні умови: 
0)()(',0)0( =+= lhXlXX .  (3.27) 

Таким чином, для знаходження функцій )(xX  отримали задачу (3.26), (3.27), яка є задачею Штурма-
Ліувілля. Тут  

1)()( =ρ= xxp , 0)( =xq ; 0=a , lb = , 01 =β , 12 =β , 11 =α , h=α2 . 
Знайдемо власні значення і власні функції задачі (3.26), (3.27). Припустимо, що 0≥λ  (властивість 1), 

тоді загальні розв’язки рівняння (3.26) при 0=λ  має вигляд: 
00)( DxCxX += ,  

а при 0>λ : 
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xDxCxX λ+λ= cossin)( . 
У випадку 0=λ  врахування крайових умов (3.27) дають для сталих 0C  та 0D  систему рівнянь: 

⇒
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=++
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0)(
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DlChC
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=
=

,0
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D
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тобто 0=λ  не є власним значенням.  
При 0>λ  з крайових умов (3.27) одержимо 

⇒
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D
 0≠C ,  

тобто, для визначення λ  одержимо трансцендентне рівняння:  

µ
−=µ⇔=λ+λλ hllhl ctg)0sincos( ,  

де lλ=µ . Корені цього рівняння можна визначити графічним або наближеним чисельним методом. Нехай 

,kµ  Nk ∈  – корені рівняння k kctg hlµ µ =− . Тоді власні значення 
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власні функції нашої задачі. Знайдемо норму власних функцій )(xXk  у просторі ),0(2 lL :  
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При kλ=λ  загальний розв’язок рівняння (3.25) має вигляд: 

,sincos)(
l

taB
l

taAtT k
k

k
kk

µ
+

µ
=   

де kA , kB  – довільні постійні. Таким чином, функції  
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задовольняють рівняння (3.20) і крайові умови (3.21) при ., kk BA∀  В силу лінійності й однорідності рівнян-
ня (3.20) будь-яка лінійна комбінація з функцій ),( txuk  буде також розв’язком рівняння (3.20) при умовах 
(3.21). Таким чином, функція  
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при будь-яких значеннях постійних kk BA ,  задовольняє рівняння (3.20) і крайові умови (3.21). Коефіцієнти 

kk BA ,  визначимо з початкових умов (3.22), що приймають вигляд  
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 (3.29) 

Формули (3.29) представляють собою розклад заданих функцій )(xϕ  і )(xψ  у ряд Фур'є за власними функ-
ціями задачі Штурма-Ліувілля (3.26)-(3.27). Коефіцієнти Фур’є вказаних розкладів обчислюються за відо-
мими формулами [властивість (3.20), формула (3.19)]: 
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 (3.30) 

Таким чином, розв’язок задачі (3.20)-(3.22) представляється рядом (3.28), де kA , kB  визначаються 
формулами (3.30). 
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Завдання 3. 
Вивчити вимушені коливання струни, кінець 0=x  якої закріплений, а на кінець lx =  діє гармонійна 

сила, що викликає зміщення .sin tA ω   
Розв’язок. 
Для вирішення поставленої фізичної задачі, необхідно знайти розв’язок рівняння коливання струни  
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що задовольняє наступні крайові та початкові умови: 
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u  lx <<0 .  

Оскільки крайова умова в точці lx =  не нульова, то відразу відокремити змінні не можна. Спочатку 
потрібно перетворити задачу таким чином, щоб були однорідні крайові умови. З цією метою підберемо фун-
кцію txFtxW ω⋅= sin)(),(  так, щоб вона задовольняла однорідне рівняння коливання струни і задані крайові 
умови. Тоді отримаємо: 
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задовольняє рівняння та задані крайові умови. 
Тепер представимо розв’язок поставленої задачі у вигляді суми  

),(),(),( txWtxVtxu += ,  
де ),( txV  – нова невідома функція. Для її визначення маємо наступну крайову задачу з нульовими крайови-
ми умовами  
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Для знаходження функції ),( txV  застосуємо метод Фур'є. Власними функціями задачі будуть 
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З початкових умов знаходимо:  
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Тут ми вважаємо, що частота вимушених коливань ω  не співпадає з частотою власних коливань 
lanπ , тобто lanπ≠ω  ні при одному Nn∈ . У протилежному випадку підбирати функцію потрібно інакше. 

 

3.3.2. Крайові задачі для неоднорідного рівняння коливань струни 

Питання для повторення 
1. Дати визначення однорідних крайових умов. 
2. Як застосовувати метод Фур'є у випадку, коли крайові умови неоднорідні? 
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3. Викласти метод Фур'є для неоднорідного рівняння коливань струни. 

Методичні вказівки 
Нульові крайові умови (при 0=x  і lx = ) відносяться до так званих однорідних крайових умов [2]. 
Крайові умови називають однорідними, якщо з того факту, що їм задовольняють функції ,,...,, 21 nϕϕϕ  

випливає, що їм задовольняють і будь-яка лінійна комбінація, яка складена з цих функцій.  
До однорідних крайових умов, крім нульових, відносяться умови періодичності функцій з одним і 

тим же періодом, умови обмеженості функції на нескінченості. Якщо крайові умови однорідні, то для 
розв’язання такої задачі можна застосовувати метод Фур'є. Якщо ж вони неоднорідні, то спочатку потрібно 
перетворити задачу так, щоб крайові умови були однорідними. При цьому рівняння може стати неоднорід-
ним, а тому не вдається відокремити змінні так, як це зроблено у тих випадках, що розглядались раніше. Пе-
рейдемо до розгляду конкретних прикладів крайових задач для неоднорідного рівняння коливань струни, які 
будемо розв’язувати методом Фур'є. 

Завдання 1.  
Знайти закон повздовжніх коливань стержня lx <<0  під дією сили ,,)( 3 constAAttF ==  прикладеної 

з моменту часу 0=t  до кінця lx = , при умові, що кінець 0=x  закріплений жорстко. 
Розв’язок.  
Математична постановка вихідної фізичної задачі наступна:  

,02

2
2

2

2
=

∂
∂−

∂
∂

x
ua

t
u  0,0 ><< tlx ;  

,0),0( =tu  ;0,3 >=
∂
∂

=
tt

ES
A

x
u

lx
 lxxuxu t <<== 0,0)0,(,0)0,( . 

Щоб позбутись неоднорідності в граничній умові, будемо шукати розв’язок поставленої задачі у ви-
гляді  

),,(),( 3 txVxt
ES
Atxu +=   (3.31) 

що приводить до наступної крайової задачі з однорідними крайовими умовами для нової невідомої функції 
),( txV : 

;0,0,6
2

2
2

2

2
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∂
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∂
∂ tlxxt

ES
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x
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t
V  (3.32) 

;0,0,0)0,(
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t
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t
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∂
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 (3.33) 

.0,0,0),0( >=
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=
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x
VtV

lx
 (3.34) 

Оскільки для визначення функції ),( txV  одержали неоднорідне рівняння, то будемо шукати його 
розв’язок відразу у вигляді ряду Фур'є з невідомими коефіцієнтами )(tAn : 

∑
∞

=
=

1
)()(),(

n
nn xXtAtxV . (3.35) 

Тут )(tAn  – функції, які потрібно визначити, а )(xX n  – власні функції задачі  
;0,0)()( lxxXxX <<=λ+′′  0)()0( =′= lXX . (3.36) 

Розв’язуючи задачу (3.36), одержимо  
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)12( 2
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xnxXn 2
)12(sin)( −π= , 

2
)( 2 lxXn = , 

так, що ряд (3.35) приймає вигляд: 

∑
∞

=

−π=
1 2

)12(sin)(),(
n

n l
xntAtxV . (3.35′) 

Неважко перевірити, що функція ),( txV  задовольняє крайові умови (3.33). Підставимо ряд (3.35) у рі-
вняння (3.32), розклавши при цьому праву частину рівняння у ряд за власними функціями цієї задачі, тобто 
представивши її у вигляді 
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Тоді маємо: 
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звідки випливає, що для всіх n∈N повинно виконуватись співвідношення 
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Підстановка ряду (3.35) у початкові умови (3.34) дає: 
0)0(,0)0( =′= nn AA . (3.38) 

Отже, для визначення функції )(tAn одержали задачу Коші (3.37), (3.38), розв’язок якої неважко ви-
значити: 
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Таким чином, розв’язком вихідної задачі буде функція 
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Зауваження. Більш раціональним є відшукання розв’язку даної задачі у вигляді (замість (3.31))  
3 2( , ) sin ( , )

2
At l xu x t V x t
ES l

π
= ⋅ +

π
. 

Завдання 2.  
До струни lx <<0  з жорстко закріпленими кінцями починаючи з моменту часу 0=t  прикладається 

неперервно розподілена сила з лінійною густиною txtx ω=Φ sin),( 3 . Знайти закон коливання струни у сере-
довищі без опору; дослідити можливість резонансу і знайти розв’язок у випадку резонансу. 

Розв’язок.  
В даному випадку нам необхідно знайти розв’язок крайової задачі для неоднорідного рівняння коли-

вань струни  
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що задовольняє наступні початкові та крайові умови: 
;0,0)0,(,0)0,( lxxuxu t <<==  0,0),(,0),0( >== ttlutu . 

Власні значення і власні функції відповідної задачі Штурма-Ліувілля  
( ) ( ) 0, 0 ; (0) 0, ( ) 0X x X x x l X X l′′ +λ = < < = =  

нами вже знаходились та мають вигляд: 
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Тепер розв’язок поставленої задачі шукаємо у вигляді ряду Фур'є 
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Для визначення невідомих коефіцієнтів Фур'є )(tAn  на основі рівняння і початкових умов одержимо 
наступну задачу Коші: 
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Розглянемо спочатку випадок, коли lnπ≠ω , тобто частота вимушених коливань не співпадає з часто-
тою власних коливань. Тоді розв’язком задачі Коші будуть функції  
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а розв’язок поставленої задачі запишеться  
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Нехай тепер ln0π=ω , тобто частота вимушених і власних коливань при 0nn =  співпадають (цей ви-
падок називається резонансним). При 0nn ≠  розв’язок задачі Коші (3.39), як і раніше, має вигляд (3.40), 
оскільки 0, nnln ≠π=ω . Знайдемо розв’язок задачі Коші (3.39) у випадку 0nn =  і ln0π=ω . У цьому випад-
ку задача може бути переписана у вигляді: 
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Частинний розв’язок неоднорідного рівняння (3.41) шукаємо у вигляді: 
)sincos()(

0
tCtBttAn ω+ω= .  

Одержимо:  

02
1,0 nBC β
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−== . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння (3.41) матиме вигляд: 
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а розв’язком задачі Коші (3.41) буде: 
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Розв’язок поставленої задачі в цьому випадку можемо записати у вигляді: 
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3.3.3. Крайові задачі для рівняння коливань мембрани 

Питання для повторення 
1. Записати рівняння поперечних коливань мембрани. 
2. Записати оператор Лапласа в циліндричній системі координат. 
3. Записати рівняння Бесселя і дати характеристику його розв’язків. 

Методичні вказівки 
При розв’язанні крайових задач у кругових областях, які володіють “циліндричною” симетрією у [1,2] 

часто приходять до звичайного диференціального рівняння   
,,0)()()()( 222 constxuxxuxxux =ν=ν−+′+′′  (3.42) 

яке називають рівнянням циліндричних функцій ν-го порядку або рівнянням Бесселя ν-го порядку. 
Рівнянням Бесселя ν-го порядку має особливу точку при 0=x , тому його розв’язок )(xu  шукають у 

вигляді степеневого ряду 
...)...()( 2

210 +++++= µ k
k xaxaxaaxxu , 

де µ  – характеристичний показник, який необхідно визначати. При 0µ=ν≥  отримаємо частинний розв’язок 
рівняння (3.42) у вигляді функції Бесселя першого роду ν-го порядку  
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Якщо вибрати ν−=µ , то знайдемо ще один частинний розв’язок рівняння (3.42)  
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При нецілих значеннях ν  функції )(xνΙ  і )(xν−Ι  є лінійно незалежними, так що загальний розв’язок 
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рівняння (3.42) у цьому випадку можна представити у вигляді:  
)()()( 21 xCxCxu ν−ν Ι+Ι= . (3.45) 

Якщо n=ν  – ціле, то )(xnΙ і )(xn−Ι  лінійно залежні, а тому у цьому випадку не можна записати зага-
льний розв’язок рівняння (3.42) у вигляді (3.45). Функція Неймана (Вебера)  

( ))(cos)(sin
1)( xxx ν−νν Ι−πνΙ
πν

=Υ   

при будь-якому 0≥ν  також є частинним розв’язком рівняння (3.42), лінійно незалежним з )(xνΙ . ЇЇ назива-
ють функцією Бесселя другого роду ν-го порядку. Таким чином, загальний розв’язок рівняння (3.42) завжди 
можна записати у вигляді лінійної комбінації функцій Бесселя першого і другого роду ν -го порядку:  

)()()( 21 xCxCxu νν Υ+Ι= . 
Наведемо властивості функцій Бесселя, які використовуються у прикладних задачах. 
Мають місце рекурентні і граничні співвідношення 
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Для рівняння (3.42) поставимо задачу Штурма-Ліувілля [2]:  
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У самоспряженому виді рівняння (3.48) має вигляд: 

.0,0)()())((
2

lxxxyxy
x

xyx <<=λ+ν−′′  (3.48′) 

Тут коефіцієнти (див. п. 3.3 ч. 2) 0>= xp , 0>=ρ x , 
2
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ν
= > , lx<<0 , 0=a , lb= , 11 =α , α=α2 , 

01 =β , β=β2 , 0>β+α , тому 0λ> . Зробимо заміну змінних xλ=τ . При цьому рівняння (3.48′) перетво-
риться до вигляду  
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а його загальний розв’язок запишеться: )()()( 21 τΥ+τΙ=τ νν CCy . Повертаючись до змінної x , запишемо зага-
льний розв’язок рівняння (3.48):  

)()()( 21 xCxCxy λΥ+λΙ= νν . 
Враховуючи першу умову з (3.49) і співвідношення (3.47), маємо 02 =C . На основі другої умови 

(3.49) одержимо рівняння для знаходження власних значень kλ  задачі (3.48), (3.49): 

0)()( =λΙ′β+λΙα νν ll . (3.50) 
У випадку першої крайової задачі будемо мати 0,1 =β=α і рівняння (3.50) прийме вигляд  

0)( =λΙν l . (3.50′) 
Це рівняння має зчисленну множину дійсних коренів (які визначають за таблицями), позначимо їх 

Nkv
k ∈µ ,)( . Тоді власні значення задачі (3.48), (3.49) будуть ( ) Nklkk ∈µ=λ ν ,

2)( , а відповідні їм власні функ-
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ν µΙ= . Норма )(xyk  визначається співвідношенням 
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У випадку другої крайової задачі 1,0 =β=α  і рівняння (3.50) матиме вигляд 

0)( =λΙ′ν l . (3.50′′) 

Позначаючи корені цього рівняння Nkk ∈ω ν ,)( , одержимо розв’язок задачі (3.48), (3.49) для цього 
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випадку: 
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Аналогічно розв’язується і третя крайова задача. У цьому випадку в рівнянні (3.50) 0,0 >β>α . Якщо 

)(νγk  – корінь рівняння (3.50), то власні значення задачі (3.48), (3.49) ( ) Nklkk ∈γ=λ ν ,
2)( , власні функції  
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Завдання 1. 
Знайти закон власних поперечних коливань однорідної круглої мембрани радіусом l , закріпленної по 

колу, що її обмежує, якщо у початковий момент вона представляє поверхню параболоїда обертання, а поча-
ткові швидкості дорівнюють нулю. 

Розв’язок. 
Оскільки задане тіло (мембрана) має форму круга, то виберемо полярну систему координат ( )ϕ,r  з 

початком координат у центрі круга. Тоді задане тіло співпадає з областю { }π<ϕ≤<≤ϕ=Ω 20,0:),( lrr . Ві-
дхилення точок мембрани від положення рівноваги будемо характеризувати функцією ),,( truu ϕ= , де t  – 
час. Вона задовольняє рівняння  
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Початкові умови мають вигляд:  
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Крайові умови:  π<ϕ≤>=ϕ 20,0,0),,( ttlu .  
При 0=r  на шуканий розв’язок накладаємо умову обмеженості: ∞<=0ru . 

Неважко помітити, що поставлена задача має осьову симетрію, оскільки: а) область Ω  є осесиметри-
чною (при перетині її прямої const=ϕ  одержимо відрізок [ ]l,0 ); б) змінна ϕ  не входить явно в умову зада-

чі. На цій основі розв’язок матиме вигляд ),( truu = , а отже 02

2
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спрощується: 
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Як бачимо, крайові умови (за змінною r ) та рівняння однорідні, тому скористаємось методом відо-
кремлення змінних: )()(),( tTrRtru ⋅= .  

На основі рівняння для ),( tru  і крайових умов одержимо рівняння для функції )(tT  і крайову задачу 
для функції )(rR : 

0,0)()(" 2 >=λ+ ttTatT . (3.52) 
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Крайова задача (3.53) є частинним випадком задачі (3.48), (3.49) при 0=v , 0=β , 1=α . Її розв’язок 
має вигляд:  
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Загальний розв’язок рівняння (3.52) при ( )2lkк µ=λ=λ запишеться: 
)sin()cos()( ltaDltaCtT kkkkk µ+µ= . (3.54) 
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З початкових умов знаходимо 
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Звідси визначаємо довільні сталі kC , kD : 
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Таким чином, розв’язок поставленої задачі має вигляд 
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Завдання 2.  
Знайти закон вимушених коливань прямокутної мембрани зі сторонами p  та q , дві протилежні сто-

рони якої закріплені жорстко, а дві інші вільні. Коливання відбуваються під дією зовнішньої сили, щільність 
якої ( ) )cos()2sin()(,, qypхtftyx ππ=ϕ . Початкові відхилення і початкові швидкості відсутні. 

Розв’язок.  
Вибираючи декартову систему координат ),( yx  і вважаючи закріпленими сторони pxx == ,0 , а ві-

льними сторони qyy == ,0 , приходимо до наступної крайової задачі: 
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Враховуючи неоднорідність рівняння, розв’яжемо спочатку наступну задачу на власні значення і вла-
сні функції: 
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 (3.55) 

Задачу (3.55) будемо розв’язувати методом Фур’є, прийнявши 
)()(),( yYxXyxv ⋅= . (3.56) 

Підставляючи (3.56) у (3.55), одержимо дві задачі Штурма-Ліувілля 
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при цьому γ+µ=λ . Розв’язками цих задач будуть функції 

( )2pkk π=µ , )sin()( pxkхXk π= , ,...2,1=k ;  

( )2qmm π=γ , )cos()( qymyYm π= , ,...2,1,0=m  
Таким чином, власні значення і власні функції задачі (3.55) мають вигляд: 
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Знайдемо тепер розв’язок задачі (3.54) у вигляді ряду Фур’є з невідомими коефіцієнтами )(tAkm : 
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Підставляючи (3.57) у вихідне рівняння для ( )tyxu ,, , одержимо: 
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Звідси та з нульових початкових умов одержимо задачу Коші для визначення функції )(tAkm : 
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Визначаючи розв’язок цієї задачі у вигляді 
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остаточно знаходимо шукану функцію 
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3.4. Завдання для самостійної роботи 

1. Використовуючи метод ві- докремлення змінних (метод 
Фур’є), визначити закон коливання струни з закріпленими кінцями 

0=x  та lx = , якщо початкова швид- кість точок струни дорівнює 
нулю, а початкове відхилення має форму трикутника з вершинами 
в точці ( )hc,  (рис. 3.8). 

2. Струна lx ≤≤0  з жорстко закріпленими кінцями до моменту 0=t  знаходилась у стані рівноваги 
під дією поперечної сили constF =0 , прикладеної до точки 0x  струни перпендикулярно до незбуреного по-
ложення струни. В початковий момент часу 0=t  дія сили 0F  раптово припиняється. Методом відокремлен-
ня змінних знайти закон коливання струни при 0>t . 

3. Струна з жорстко закріпленими кінцями збурюється ударом жорсткого плоского молотка, що надає 
їй розподіл швидкостей 

( ) ( )






≤≤δ+
δ+≤≤δ−

δ−≤≤
=ψ=

.,0
,,

,0,0
0,

0
000

0

lxx
xxxv

xx
xxut  

Методом відокремлення змінних знайти закон коливань струни, якщо початкове відхилення дорівнює 
нулю. 

4. Методом відокремлення змінних знайти закон повздовжніх коливань стержня, один кінець якого 
( )0=x  закріплений жорстко, а другий ( )lx =  вільний, при початкових умовах ( ) ( ) 00,,0, == xukxxu t , lx ≤≤0 . 

5. Знайти розв’язок задачі 1 при умові, що коливання струни здійснюється в середовищі, опір якого 
пропорційний швидкості. 

6. До струни lx ≤≤0  з жорстко закріпленими кінцями з моменту часу 0=t  прикладена сила з ліній-
ною густиною ( ) ( ) txtx ωΦ=Φ sin, . 

Методом відокремлення змінних знайти закон коливання струни в середовищі без опору. 
7. Один кінець стержня ( lx = ) закріплений пружно, а до другого ( 0=x ) прикладена повздовжня сила 

constF =0 , під дією якої стержень знаходиться у стані рівноваги. Знайти коливання стержня після того, як у 
початковий момент часу сила 0F  миттєво зникає, якщо початкові швидкості дорівнюють нулю. 

8. Знайти повздовжні коливання стержня lx≤≤0 , лівий кінець якого закріплений жорстко, а до пра-
вого з моменту часу 0=t  прикладена сила ,,0,)( constAtAttF =+∞<<=  вважаючи, що середовище не 
чинить опору коливанням. 

9. Знайти повздовжні коливання стержня lx≤≤0  в середовищі без опору, якщо кінець 0=x  стержня 
закріплений жорстко, а до кінця lx = , починаючи з моменту 0=t  прикладена сила 

+∞<<ω= ttAtF 0,sin)( . 
10. Знайти коливання струни lx≤≤0  з жорстко закріпленими кінцями під дією розподіленої сили, 

прикладеної з моменту 0=t , яка має щільність 1,0,0,)(),( −>+∞<<≤≤Φ= mtlxtxtxF m , вважаючи, що 
середовище не чинить опору коливанням. 
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4. Рівняння параболічного типу 

4.1. Крайові задачі для рівняння теплопровідності стержня 

Питання для повторення 
1. Записати рівняння, що описує процес теплопровідності у стержні. 
2. Дати фізичну інтерпретацію крайових умов першого, другого і третього роду для цього рівняння. 
3. Записати рівняння, що описує процес теплопровідності у кулі. 

Завдання 1.  
Знайти закон розподілу температури в стержні lx ≤≤0  з теплоізольованою бічною поверхнею, якщо 

на його кінцях підтримується нульова температура, а початкова температура constu =0 . 
Розв’язок. 
Математична постановка сформульованої фізичної задачі полягає у знаходженні розв’язку однорідно-

го рівняння теплопровідності 
2 , 0 , 0t xxu a u x l t= < < < <∞ , (4.1) 

що задовольняє початкову 
lxuxu ≤≤= 0,)0,( 0 , (4.2) 

та однорідні граничні умови 
(0, ) 0, ( , ) 0, 0u t u l t t= = ≤ <∞ . (4.3) 

Відповідно до схеми методу відокремлення змінних, будемо шукати нетривіальний розв’язок рівнян-
ня (4.1), що задовольняє однорідні граничні умови (4.3) і представляється у вигляді 

)()(),( tTxXtxu ⋅= . (4.4) 

Підставляючи форму розв’язку (4.4) в рівняння (4.1) та поділивши обидві частини на TXa ⋅2 , після відокре-
млення змінних приходимо до наступних звичайних диференціальних рівнянь для визначення функцій X  і 
T : 

0=λ+′′ XX , (4.5) 
02 =λ+′ TaT . (4.6) 

де λ=const. Скориставшись граничними умови (4.3), отримаємо наступну задачу на власні значення 
0)(,0)0(,0 ===λ+′′ lXXXX , (4.7) 

розв’язками якої є 
( ) ,....)3,2,1(2 =π=λ nlnn ; )sin()( lnxxXn π= . (4.8) 

Цим значенням nλ  будуть відповідати наступні розв’язки рівняння (4.6) 
ta

nn neCtT λ−=
2

)( , (4.9) 
де nC  – поки що невідомі коефіцієнти. 

Таким чином, частинними розв’язками рівняння (4.1), що задовольняють нульові граничні умови, є 
функції 
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Тоді і ряд 

∑
∞

=







 π

− π
=

1
sin),(

2
2

n

ta
l
n

n x
l
neCtxu  (4.11) 

також буде задовольняти рівняння (4.1) та граничні умови (4.3). 
Вимагаючи задоволення початкової умови, отримаємо 
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тобто nC  є коефіцієнтами Фур’є функції 0u  при розкладі її в ряд за синусами на інтервалі (0,l) 
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За формулою (4.11) розв’язок задачі запишеться у вигляді 

( )( )∑
∞

=






 π− π−−

π
=

1

0 sin112),(
2

2

n

ta
l
n

n x
l
ne

n
utxu . 

Оскільки при парних n  коефіцієнт дорівнює нулю, а при непарних – двом, остаточно: 
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π+− π+
+π
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12
0 12sin
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Завдання 2.  
Початкова температура стержня lx ≤≤0  з теплоізольованою бічною поверхнею дорівнює constu =0 , 

а на його кінцях підтримується постійна температура ( ) ( ) +∞<<==== tconstutluconstutu 0,,,,0 21 . Знайти 
закон розподілу температури стержня при 0>t  і знайти стаціонарну температуру ( ) ( )txuxu

t
,lim~

+∞→
= . 

Розв’язок. 
Закон розподілу температури стержня буде визначатись як розв’язок рівняння 

( )∞<<<<= tlxuau xxt 0,02 , що задовольняє початкову 0)0,( uxu =  )0( lx<<  та граничні умови 
)0(),(,),0( 21 +∞<<== tutluutu .  

Шукатимемо розв’язок рівняння у вигляді ),(),(),( txwtxvtxu += , де функція v(x,t) буде визначатись як 
розв’язок рівняння 

][ 22
txxxxt wwavav −+= , 

що задовольняє умови 

.),()(),(),(;),0()(),(),0(
;)0,()(),()0,(

222111
0

tlwutttlvtwutttv
xwuxxxv

−=µµ=−=µµ=
−=ϕϕ=  

Допоміжну функцію w(x,t) виберемо таким чином, щоб 0)(1 =µ t  і 0)(2 =µ t . Для цього достатньо пок-
ласти luuxutxw ][),( 121 −+= . 

Враховуючи значення функції w(x,t), задача для знаходження функції v(x,t) перепишеться у вигляді 

xxt vav 2= ;  .0),(),0(,)()0,( 1210 ==−+−= tlvtvlxuuuuxv  
ЇЇ розв’язок v(x,t) знаходимо аналогічно до завдання 1. 

Визначимо коефіцієнт nC  у формулі (4.11): 
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Тоді розв’язок v(x,t) запишеться у 

вигляді 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∑
∞

=

π−+ π
−−+−−−

π
=

1
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1
10 sin11112),(
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n
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l
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n
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А розв’язок вихідної задачі буде 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∑
∞
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π−+ π
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π
+

−
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Знайдемо стаціонарну температуру 
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Завдання 3.  
Початкова температура стержня lx ≤≤0  є довільною функцією ( )xf , а температури кінців постійні: 

( ) ,,0 1 constutu ==  ( ) ,, 2 constutlu ==  +∞<<t0 . На бічній поверхні проходить теплообмін за законом Ньютона з 
середовищем, температура якого рівна constu =0 . Знайти закон розподілу температури стержня при 0>t . 
Розглянути частковий випадок, коли 021 ==uu , ( ) 0=xf . 

Розв’язок. 
Закон розподілу температури стержня в даному випадку є розв’язком крайової задачі 
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( ) ( )∞<<<<−−= tlxuuhuau xxt 0,00
2 ,  

що задовольняє умови 
( ) ( ) ( )lxxfxu <<= 00, , ( ) ( ) ( )+∞<<== tutluutu 0,,,0 21 .  

Будемо шукати розв’язок рівняння у вигляді 
( ) ( ) ( )txvxwutxu ,, 0 ++= . (4.13) 

Підставляючи форму розв’язку (4.13) у вихідне рівняння та умови, одержимо 
( )vwhwavav xxxxt +−+= 22 . 

( ) ( ) ( ) ( )xfxvxwuxu =++= 0,0, 0 , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,00,0 2010 utlvlwutluutvwutu =++==++=  

Функцію w(x,t) шукаємо як розв’язок рівняння 02 =−hwwa xx , що задовольняє умови ( ) 010 uuw −= , 
( ) 02 uulw −= . 

Загальний розв’язок такого рівняння має вигляд 

( ) xx a
h

a
h

eCeCxw −+= 21 . 
Враховуючи граничні умови, знаходимо  
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Функцію v(x,t) шукаємо як розв’язок рівняння 
hvvav xxt −= 2 , (4.14) 

який задовольняє умови 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0,,0,0,0, 0 ==−−= tlvtvuxwxfxv  

Для знаходження розв’язку цієї задачі скористаємось методом відокремлення змінних, тобто шукати-
мемо функцію v(x,t) у вигляді )()(),( tTxXtxv ⋅= . 

Підставляючи цю форму розв’язку у рівняння (4.14) та поділивши ліву і праву частину рівності на 
( ) ( )tTxXa2 , одержимо 

λ−=′′=+′
X
X

a
h

T
T

a 22
1 . 

Враховуючи граничні умови, для визначення функції Х(х) приходимо до наступної задачі на власні 
значення 

0)(,0)0(,0 ===λ+′′ lXXXX . 

Звідки матимемо ( )2lnn π=λ , )sin()( lnxxXn π= .  

Для визначення функції ( )tT  маємо рівняння ( ) 02222 =π++′ TlanhT , розв’язок якого має вигляд 
( )tlanh

nn eAtT
2222

)( π+−= . 
Використовуючи далі стандартну схему методу відокремлення змінних, одержимо розв’язок задачі у 

вигляді 

( )∑
∞

=

π+− π=
1

)sin(),(
2222

n

tlanh
n lnxeAtxv , 

де коефіцієнти nA , з врахуванням початкової умови, визначаються за формулою 

( )[ ]∫ ξξπ−ξ−ξ=
l

n d
l
nuwf

l
C

0
0 sin)(2 . 

Підставляючи знайдені вирази для функцій ( )xw  та ( )txv ,  у формулу (4.13), остаточно знаходимо 
розв’язок вихідної задачі. 

У випадку, коли 021 ==uu  і ( ) 0=xf , матимемо: 
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4.2. Крайові задачі для рівняння теплопровідності у просторових областях 

Завдання 1.  
Температура поверхні кулі радіусом l  підтримується при сталій температурі 0u . Визначити темпера-

туру внутрішніх точок кулі, якщо початкова температура залежить лише від відстані цієї точки до центра 
кулі. 

Розв’язок.  
Виберемо сферичну систему координат ),,( θϕr  з початком координат у центрі кулі. Тоді задача зво-

диться до інтегрування рівняння теплопровідності 
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2 >π≤θ≤π<ϕ≤<≤=

∂
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t
u

a
u , 

2

2

2222

2

sin
1sin
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12
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θ
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


θ∂
∂θ

θ∂
∂

θ
+

∂
∂+

∂
∂≡∆

rrrrr
, 

при початковій умові lrrfu t <≤== 0),(0 , 

та граничних умовах: ∞<= == 0,0 rlr uuu . 

Оскільки задача володіє радіальною симетрією, то шукатимемо функцію ( )truu ,= , що задовольняє 

рівняння виду 




 += rrrt u

r
uau 22 . 

Введемо функцію ( )0),(),( utrurtrv −= . Тоді для v  одержимо: tt ruv = , 
( ) rrrrrrr ruuvruuuv +=+−= 2,0 , і вона є розв’язком наступної крайової задачі: 

,0,0,2

2
2 ><≤

∂
∂=

∂
∂ tlr

r
vа

t
v  

,0),)(()0,( 0 lrurfrrv <≤−=  .0,0),(),0( >== ttlvtv  
Розв’язок цієї задачі знаходимо так само, як і у завданні 1 п.4.1. Він має вигляд: 

∑
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k
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k l
rklCtrv , де ( )∫ π⋅−=
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k dr
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l
C
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0 sin)(2 . 

Завдання 2.  
Дано необмежений круговий циліндр радіуса l . Знайти розподіл температури у внутрішніх точках 

циліндра в момент часу 0>t , якщо на поверхні циліндра увесь час 0>t  підтримується нульова температу-
ра та відома початкова температура точок циліндра: ( )lrAIu kt µ== 00 , де kµ  – корінь рівняння ( ) 00 =µkI . 

Розв’язок. Виберемо циліндричну систему координат ( )zr ,,ϕ , направивши вісь Oz  по осі циліндра. 
Тоді температура ( )tzruu ,,,ϕ=  точок циліндра буде визначатись розв’язком наступної крайової задачі: 

∞<<∞−>π<ϕ≤<≤=∆−
∂
∂ ztlrua

t
u ,0,20,0,02 ; 

lr
l
rAIu k

t <≤





µ

== 0,00 ;  ∞<= == 0,0 rlr uu . 

Оскільки задача володіє осьовою симетрією і є до того ж плоскопаралельною [по-перше, змінна z , як 
і ϕ , не входить явно в умову задачі і, по-друге, при перетині циліндра площинами constz =  одержимо один 
і той самий круг радіуса l ]. Тому природно шукати функцію ( )truu ,=  як розв’язок крайової задачі: 

0,0,01
2

2
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
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
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∂
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t <≤





µ

== 0,00 ;  ∞<= == 0,0 rlr uu . 

Розв’язок цієї задачі має вид: 
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4.3. Завдання для самостійної роботи 

1. Знайти закон розподілу температури в однорідному ізотропному стержні довжиною l зі сталою по-
чатковою температурою 0u , якщо в лівому кінці стержня температура змінюється за законом tu ωcos0  
(ω=const), а в правому – підтримується температура 0u . Бічна поверхня стержня теплоізольована. 

2. Дано тонкий однорідний ізотропний стержень довжини l, початкова температура якого рівна нулю. 
На кінці lx =  підтримується нульова температура, а на кінці 0=x  вона зростає пропорційно часу, що минає: 

Attu =)0,( , constA= . Бічна поверхня теплоізольована. Знайти закон зміни температури всередині стержня. 

3. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні довжини l при вільному теп-

лообміні, якщо його початкова температура задана рівністю ( ) constu
l
xuxu =





= 00 ,,0 . Бічна поверхня та лі-

вий кінець стержня теплоізольовані, а в правому кінці підтримується стала температура 0u .  

4. Дано тонкий однорідний стержень довжини l, початкова температура якого рівна 

( ) constuuuu
l
xu =−+ 10010 ,, . Кінець стержня 0=x  має сталу температуру 0u , а кінець lx =  – сталу темпе-

ратуру 1u . Через бічну поверхню стержня проходить теплообмін із оточуючим середовищем, температура 
якого рівна нулю. Визначити температуру стержня в довільний момент часу t. 

5. Дано тонкий однорідний стержень довжини l, початкова температура якого рівна constu =0 . На кі-
нці lx =  підтримується стала температура 0u , а на кінці 0=x  і через бічну поверхню стержня проходить 
теплообмін із зовнішнім середовищем, температура якого рівна нулю. Визначити температуру стержня в до-
вільний момент часу t.  

6. Знайти закон зміни температури в однорідному ізотропному стержні довжини l при вільному теп-
лообміні, якщо початкова температура цього стержня рівна нулю, а на лівому кінці вона змінюється за зако-
ном )1( teA α−− , constA =α, , а через правий – проходить теплообмін із зовнішнім середовищем, температура 
якого рівна нулю. Бічна поверхня стержня теплоізольована. 

7. Знайти розв’язок та дати фізичну інтерпретацію крайової задачі: 

;0,0),,(2

2
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∂
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∂
∂ tlxtxf

x
ua

t
u  ( ) ;0,0, 0 lxconstuxu <<==  
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x
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x
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lxx
=α>α=





 α+

∂
∂==

∂
∂

==
,0, ,0

0
. 

8. Дано тонку однорідну прямокутну пластинку, контур якої підтримується при сталій температурі. 
Початковий розподіл температури відомий. Визначити температуру точок пластинки при 0>t . 

9. Визначити температуру усередині однорідної кулі радіусом l , якщо на поверхні кулі відбувається 
конвективний теплообмін за законом Ньютона із середовищем, що має нульову температуру, а )(0 rfu t == . 

10. Знайти розподіл температури в брусі прямокутного перерізу, дві протилежні грані 0=y  та by =  
якого знаходяться відповідно при температурі 0 і constu =0 . Дві інші грані 0=x  і lx =  теплоізольовані. 
Початкова температура бруса відома. 

11. Визначити температуру точок куба з ребром l , бічна поверхня якого теплоізольована, на верхній 
основі підтримується нульова температура, а на нижній – змінюється за законом 0),(0 >ϕ== ttu z . У почат-
ковий момент часу куб був нагрітий рівномірно. 

12. Знайти температуру нескінченного кругового циліндра 00 rr ≤≤ , якщо його початкова температура 
дорівнює constuu t ≡== 00 , а на його поверхню з моменту часу 0=t  зовні подається постійний тепловий по-
тік щільності q . 

13. Знайти розв’язок крайової задачі 

( ) 0,10,1
102

2
><≤µ+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ trrIt

r
u

rr
u

t
u ; 
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01 ==ru , 0,0 >∞<= tu r ; ( ) 10,00, <≤= rru , 

де 1µ  – корінь рівняння ( ) 010 ≡µI . Дати фізичну інтерпретацію задачі. 
14. Знайти температуру паралелепіпеда 10 lx≤≤ , 20 ly≤≤ , 30 lz≤≤ , на поверхні якого проходить кон-

вективний теплообмін з середовищем нульової температури, якщо його початкова температура дорівнює 
),,( zyxf . Розглянути частковий випадок, коли constuzyxf ≡= 0),,( . 

15. Визначити температуру точок нескінченного кругового циліндра радіуса l  з теплоізольованою бі-
чною поверхнею, якщо початкова температура constuu t === 00 . 
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5. Рівняння еліптичного типу 

5.1. Найпростіші задачі для рівнянь Лапласа і Пуассона 

Завдання 1. 
Для круга радіуса a з центром у початку координат знайти розв’язок першої крайової задачі для рів-

няння Лапласа, якщо а) Au a ==ρ ;  в) ByAu a +==ρ ;  б) ϕ==ρ cosAu a ;  г) Axyu a ==ρ ;  д) ϕ+==ρ sinBAu a  

(тут ),( ϕρ  – полярні, а ),( yx  – прямокутні координати. 
Розв’язок.  
При побудові розв’язків скористаємось тим, що функції x, y, xy, 22 yx −  та їх лінійна комбінація є га-

рмонічними функціями.  
а) Безпосередньою підстановкою функції Au =  переконуємось, що вона задовольняє рівняння Лапла-

са 

011
2

2
2 =

ϕ∂
∂

ρ
+








ρ∂
∂ρ

ρ∂
∂

ρ
uu . 

Крім того, ця функція задовольняє також і граничну умову. Таким чином Au =  є шуканим розв’язком. 
б) Перейдемо від полярних координат ( )ϕρ,  до прямокутних ( )yx, . Гранична умова при цьому буде 

мати вид aAxu= . Звідси шуканим розв’язком буде гармонічна функція  

( ) x
a
Ayxu =,  або ( ) ϕρ=ϕρ cos,

a
Au .  

Використовуючи аналогічні міркування, можемо відшукати і розв’язки в інших випадках.   

Завдання 2. 
Визначити стаціонарний розподіл температури всередині сферичного шару bra << , якщо сфера ar =  

підтримується при температурі 1u , а сфера br =  – при температурі 2u . 
Розв’язок.  
Стаціонарний розподіл температури визначається розв’язком рівняння Лапласа, яке у сферичних ко-

ординатах записується у вигляді 

01 2
2 =







∂
∂

∂
∂=∆

r
ur

rr
u . 

Розв’язок такого рівняння має вид  ( ) rCCru 21 += . 
Враховуючи граничні умови ( ) aCCuau 211 +== , ( ) bCCubu 212 +== , знаходимо вирази для коефіцієнтів 1C  та 

2C : 
( )

ab
bauuC

ab
aubuC

−
−

=
−
−

= 21
1

12
1 , ,  

і остаточно шуканий розв’язок 

( ) ( ) ( )
( )rab

abubauru
−

−−−
=

11 21 . 

 

5.2. Метод Фур’є розв’язання крайових задач для рівнянь еліптичного типу 

Питання для повторення  
1. Сформулювати задачу Діріхле для рівняння Пуассона в прямокутнику. Дати її фізичну інтерпретацію 
2. Викласти схему застосування методу Фур’є для такої задачі. 
3. Дати фізичну інтерпретацію крайовим умовам другого і третього роду (для рівняння Пуассона). 

Методичні вказівки 
Розв’язок крайових задач теорії потенціалу в кругових областях можна отримати методом відокрем-

лення змінних [2]. Виклад цього методу здійснимо на прикладі розв’язання внутрішньої задачі Діріхле для 
рівняння Лапласа в крузі радіуса a : 

π<ϕ≤<≤=∆ 20,0,0 aru , (5.1) 
( ) ( ) π<ϕ≤ϕ=ϕ 20,, fau . (5.2) 

В силу однозначності шуканого розв’язку задачі необхідно довизначити умовою періодичності шука-
ної функції ( )ϕ,ru  за змінною ϕ : 

( ) ( )π+ϕ=ϕ 2,, ruru . (5.3) 
З вимоги неперервності і гармонічності розв’язку в крузі випливає його обмеженість при 0=r : 
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( ) ∞<ϕ,0u . 
Рівняння (5.1) в полярній системі координат ( )ϕ,r  запишеться: 

π<ϕ≤<≤=
ϕ∂

∂+






∂
∂

∂
∂ 20,00,01

2
2

ru
rr

ur
r

. (5.4) 

Розв’язок задачі (5.1)-(5.4) шукатимемо у вигляді 
( ) ( ) ( )ϕΦ⋅=ϕ rRru , . 

На основі рівняння (5.4) і умови (5.3) отримаємо задачу на визначення власних функцій і власних 
значень: 

( ) ( ) π<ϕ≤=ϕΦλ+ϕΦ′′ 20,0 ; ( ) ( )π+ϕΦ=ϕΦ 2 , (5.5) 
і рівняння  

( ) ( ) ( ) 02 =λ−′+′′ rRrRrrRr . (5.6) 

Розв’язок задачі (5.5) існує при 0≥λ , точніше при 2nn =λ=λ  ,...)2,1,0( =n , і має вигляд  
ϕ+ϕ=ϕΦ nBnA nnn sincos)( . (5.7) 

Значенню 00 =λ=λ  відповідає одна власна функція ( ) 10 =ϕΦ , π=Φ 22
0 . Значенню 2nn =λ=λ , 0≠n  

відповідають дві власні функції ϕ=ϕΦ nn cos)()1(  і ϕ=ϕΦ nn sin)()2(  π=Φ=Φ
2)2(2)1(

nn . При 00 =λ  рівняння 

(5.6) запишеться у вигляді  ( ) 0)(0 =′′ rRr   і його загальним розв’язком буде ( ) rDCrR ln000 += . 

При 2nn =λ , 0≠n , рівняння (5.6) є рівнянням Ейлера  

0)()()( 22 =−′+′′ rRnrRrrRr nnn . 

Поклавши α= rrRn )( , знаходимо 22 n=α , тобто n±=α , так що загальний розв’язок цього рівняння 
при 0≠n  можна записати  

( ) n
n

n
nn rDrCrR −+= . (5.8) 

Складемо тепер лінійну комбінацію із отриманих розв’язків і, враховуючи обмеженість шуканого 
розв’язку при 0=r  (покладемо 0=nD , ,...2,1,0=n ), отримаємо  

( ) ( )ϕ+ϕ+=ϕ ∑
∞

=
nBnAarCru nn

n

n sincos),(
1

0 .  (5.9) 

При будь-яких значеннях сталих 0C , nA , nB  ( ,...2,1=n ) функції виду (5.9) є періодичними 
розв’язками рівняння (5.4), обмеженими при 0=r . Коефіцієнти 0C , nA , nB  знаходимо з граничної умови 
(5.2): 

∫
π

θθ
π

=
2

0
0 )(

2
1 dfC , ∫ ∫

π π
θθθ

π
=θθθ

π
=

2

0

2

0
sin)(1,cos)(1 dnfBdnfA nn . (5.10) 

Підставляючи їх в ряд (5.9) та сумуючи його, отримаємо 

( ) ∫ ∑∫ ∑

∫ ∑ ∫∫
π ∞
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ππ
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Тут нами враховано, що відношення )(1 arar << . Отриманий розв’язок задачі Діріхле в крузі відомий як 
інтеграл Пуассона. 

Завдання 1. 
Методом відокремлення змінних знайти розв’язок внутрішньої та зовнішньої крайових задач для рів-

няння Лапласа, якщо на границі круга задані умови ϕ== sinAu ar . 
Розв’язок.  
Шуканий розв’язок для внутрішньої задачі визначається співвідношенням (див. (5.9)) 
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( ) ( ) ( )∑
∞

=
ϕ+ϕ+=ϕ

1
0 sincos,

n
nn

n nBnAarCru . 

Для отримання розв’язку зовнішньої задачі враховуємо його обмеженість на нескінченності, що при-
водить до необхідності покласти у виразі (5.8) 0=nC , ,...2,1,0=n . Тоді для зовнішньої задачі отримаємо  

( ) ( ) ( )∑
∞

=
ϕ+ϕ+=ϕ

1
0 sincos,

n
nn

n nBnAraDru . 

Коефіцієнти 0C , 0D , nA , nB  знаходимо з врахуванням граничної умови за співвідношеннями (5.10): 

( ) 0cossin11
00 =ψ
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−=ψψ

π
=ψψ

π
== π
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( ) AAdAdAdfB =

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Отже для загальних розв’язків остаточно одержимо вирази: 
( ) ϕ=ϕ sin)(, aArru  для внутрішньої задачі, 
( ) ϕ=ϕ sin)(, rAaru  для зовнішньої задачі. 

 

5.3. Крайові задачі в циліндричних і сферичних областях 

Методичні вказівки 
Рівняння вигляду  

( ) ( ) 11,011 2 <<−=+γγ+



 − xy

dx
dyx

dx
d , (5.11) 

називається рівнянням Лежандра [2]. Воно має обмеження на відрізку [ ]1;1−  розв’язку, в тому і лише в тому 
випадку, коли n=γ , 0≥n  – ціле. Розв’язками рівняння (5.11) при n=γ  є поліноми Лежандра  

n
nn

nn dx
xd

n
xPxy )1(

!2
1)()(

2 −== . 

Зокрема, ( ) 10 =xP , ( ) xxP =1 , ( )13
2
1)( 2

2 −= xxP , ( )xxxP 35
2
1)( 3

3 −= і т.д. 

Поліноми Лежандра утворюють ортогональну систему функцій в ( )1,12 −L , тобто  







=
+

≠
=∫

−
.,

12
2

,,0
)()(

1

1
mn

n

mn
dxxPxP mn  

Завдання 1. 
Знайти стаціонарний розподіл температури всередині одиничної кулі, якщо на її поверхні S  підтри-

мується постійна температура:  









π<θ<π

π<θ<
=

.
2

,0

,
2

0,0u
u S  

Розв’язок.  
Виберемо сферичну систему координат (r,ϕ,θ) і, враховуючи осьову  
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симетрію задачі, отримаємо для функції ),( θru  крайову задачу: 

π≤θ≤<≤=






θ∂
∂⋅θ

θ∂
∂
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r
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( )




π<θ<π
π<θ<=θ=θ .2,0

,20,)(,1 0ufu  

∞<θ),(ru , тобто обмежена при 0=r , 0=θ , π=θ . Розв’язок задачі шукаємо у вигляді  
( ) ( ) ( )θΦ⋅=θ rRru , . 

Для визначення функції ( )θΦ  отримаємо крайову задачу типу узагальненої задачі Штурма-Ліувілля:  

( ) ( )( ) π<θ<=θΦλ+′θΦ′⋅θ
θ

∞<πΦ∞<Φ 0,0)(sin
sin

1,,)0( . 

Розв’язком цієї задачі є функції  
,...,2,1,0),(cos)( =θ=θΦ nPnn  

де )(tPn  – поліноми Лежандра, і власні значення ( ) ,...2,1,0,1 =+⋅=λ nnnn  
Для визначення функцій ( )rRn  маємо систему рівнянь 

,...2,1,0,0)()1()(2)(2 ==+−′+′′ nrRnnrRrrRr nnn  

Обмеженими в нулі розв’язками цієї системи є n
nn rArR =)( . Складемо лінійну комбінацію отриманих 

розв’язків 
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=
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0
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n
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n
n PrAru  

та скористаємось умовою на S  ( 1=r ) для визначення коефіцієнтів nA : 
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5.4. Метод функції Гріна розв’язання крайових задач для рівнянь еліптичного типу 

Питання для повторення 
1. Дати визначення функції Гріна оператора Лапласа. 
2. Який фізичний зміст має фундаментальний розв’язок рівняння Лапласа? 
3. Викласти на прикладі метод відображень побудови функції Гріна. 
4. Для яких задач функція Гріна може бути побудована методом конформних відображень? 
5. Записати інтегральне представлення розв’язків крайових задач теорії потенціалу за допомогою функції 

Гріна. 

Завдання 1. 
Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле для області D , яка представляє собою прямий двогранний 

кут. 
Розв’язок.  
Виберемо систему координат ( )321 ,, xxx , направивши вісь 3Ox  вздовж ребра заданого двогранного 

кута. Функція Гріна задачі Діріхле представляється у вигляді  
( )321000 ,,,),,(1),( xxxxxxrxxgrxxG =−=+= . 

Тут Dxxxx ∈= ),,( 0
3

0
2

0
10  – фіксована точка, в якій розміщений позитивний одиничний заряд (потенціальна фун-

кція поля, що породжується цим зарядом, є r1  – фундаментальний розв’язок рівняння Лапласа при 3=m ). 
Функцію ),( 0xxg  шукаємо у вигляді потенціальної функції поля, яке породжується зарядами, які розміщені 
за межами області D , у точках, симетрично відображених по відношенню до точки 0x  відносно границі 

області D  (тобто площин 01 =x  і 02 =x ) В ці точки ( ),,( 0
3

0
2

0
1

*
0 xxxx −= , ),,( 0

3
0
2

0
1

**
0 xxxx −=  та ),,( 0

3
0
2

0
1

***
0 xxxx −−= ) 

помістимо, відповідно, заряди –1,   –1, +1. Потенціальна функція такого поля матиме вигляд  
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******
1111)(

rrrr
xU +−−= ,  

де *
0

* xxr −= , **
0

** xxr −= , ***
0

*** xxr −= . Безпосередньою перевіркою можемо переконатись, що при 

01 =x  та 02 =x  ця функція перетворюється в нуль. Таким чином шукана функція Гріна має вигляд  

******0
1111),(

rrrr
xxG −−+= . 

Завдання 2. 
Методом функцій Гріна знайти розв’язок задачі Діріхле для рівняння Лапласа всередині кута розхилу 

Nnn ∈π=α , , якщо на його сторонах задані наступні граничні умови: 
constUuu === =θα=θ 0,0 . 

Розв’язок. 
Введемо полярні координати ( )θρ,  і нехай 000, θθ ρ=ρ= ii ezez  – точки з області 

( ){ }α<θ<∞<ρ<θρ= 0,0:,D , що розглядається. Побудуємо функцію Гріна цієї задачі методом конформних 

відображень [2]. Функція nzzw =)(1  відображає область D  на верхню півплощину 0Im 1 >w . Використову-
ючи далі дробово-лінійне відображення  

( ) ,
)(
)(

, 0
11

0
11

0 wzw
wzw

zzw
−

−
=  

де )( 01
0
1 zww = , відобразимо область D  на одиничне коло так, щоб ( ) 0, 00 =zzw . Таким чином, шукана фун-

кція Гріна має вигляд nnnn zzzzzzG 000 lnln),( −−−= . Відмітимо, що  

)(cos2 00
2
0

2
00 0 θ−θρρ−ρ+ρ=ρ−ρ=− θθ neezz nnnninninnnn . 

Розв’язок задачі Діріхле записується у вигляді [1], [2]:  

( )∫
Γ

Γ
γ∂

∂θρϕ
π

−=ϕ dzzGru ),(,
2
1),( 000 . 

Тут Γ  – границя області D , що складається з променів 0=θ  та α=θ , γ


 – зовнішня нормаль до ∞Γ . Вра-
ховуючи задані граничні умови, маємо 

( ) ( ) ρ⋅
θ∂

∂
ρπ

=ϕ =θ

∞

∫ dzzGUru 00
0

00 ,1
2
1, .  

Обчислимо похідну: 

00
2
0

2
00

00
2
0

2
00

0 cos2
sin2

cos2
2sin2

2
1

θρρ−ρ+ρ

θρρ
=











θρρ−ρ+ρ

⋅θρρ
=

θ∂
∂

=θ n
nn

n
nnG

nnnn

nn

nnnn

nn
. 

Тоді  

( )

( )( ) ( ).1ctgarctg2)(
sin

cosarctg
cos2

sin,

00
0 000

00

00
2
0

2

1

0000

αθ−=θ+ππ=

=
θρ

θρ−ρ
π

=
θρρ−ρ+ρ

ρρ
θρ

π
=ϕ ∫

∞ ∞−

UnU
n

nU
n

dnnUru n

nn

nnnn

n
n

 

Завдання 3.  
Побудувати функцію Гріна задачі Неймана для півплощини 02 >x . 
Розв’язок. 

Запишемо функцію Гріна у вигляді ( ) ( ) 000 ,,1ln, xxrxxg
r

xxG −=+=  і, використовуючи метод відобра-

ження, в якості функції ( )0, xxg  виберемо потенціальну функцію одиничного позитивного заряду, розміще-

ного у точці ( )0
2

0
10 , xxx −= , симетричну точці ( )0

2
0
10 , xxx =  відносно границі 02 =x  області, що розглядається. 

Нагадаємо фізичний зміст нульових граничних умов другого роду. Потенціальна функція поля, що поро-
джується позитивними зарядами в точках 0x  та 0x  буде  

( )
rr

xxv 1ln1ln, 0 += , 0xxr −= , 0xxr −= . 

Перевіримо, чи задовольняє ця функція умову 0
02 2

=
∂
∂

=xx
v . Дійсно, оскільки ( ) ( )20

22
20

11 xxxxr −+−=  
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та ( ) ( )20
22

20
11 xxxxr ++−= , то  

( ) ( )
0

20
2

20
11

0
2

0
2

02 2

=
+−

+−
=

∂
∂

= xxx

xx
x
v

x
.  

Таким чином, шукана функція Гріна матиме вигляд: 

000 ,,1lnlnln),( xxrxxr
rr

rrxxG −=−==−−= . 

 

5.5. Метод інтегральних рівнянь розв’язання крайових задач для рівнянь еліптичного типу 

Питання для повторення 
1. Дати визначення та назвати властивості об’ємного потенціалу (логарифмічного поверхневого потенціа-

лу). 
2. Дати визначення та назвати властивості потенціалу подвійного шару (логарифмічного потенціалу по-

двійного шару). 
3. Дати визначення та назвати властивості потенціалу простого шару (логарифмічного потенціалу просто-

го шару). 
4. Записати інтегральні рівняння внутрішньої і зовнішньої задач Діріхле. 
5. Записати інтегральні рівняння внутрішньої і зовнішньої задач Неймана. 

Завдання 1. 
Обчислити об’ємний потенціал для кулі Rx <  з густиною ( ) xx =ρ , ( )321 ,, xxxx = . 
Розв’язок. 
Розмістимо початок координат у центрі кулі. За визначенням об’ємного потенціалу  

3,1)()( 2 ≥ξ
ξ−

ξρ= ∫
Ω

−
md

x
xI m .  

Область Ω  представляє собою кулю радіусом R  ( 3=m ), тому вибираємо сферичну систему коорди-
нат ),,( ϕθ=ξ r , причому кут θ  ( π<θ<0 ) будемо відраховувати від осі, що проходить через початок коор-
динат і точку ( )0,0,0rx = . Тоді, враховуючи, що якобіан θ= sinrJ , отримаємо 

( )
0

0

2 3
3

2 2 2 2
0 0 0 0 00 0 0 0

2 4
0 0 0

0 002
0 0

0 0 2 2 3 3
0 0 0

0 0

sin sin
( ) 2

2 cos 2 cos

2 ( ) , ;
2

2 2 2 (4 ), .
3

R R

R

R

r R

r

r dr d d d
I x r dr

r r rr r r rr

r r r r r dr R r R
r r

r r r r r dr
r

r r dr r r dr R r r R
r

π π πθ ϕ θ θ θ
= = π =

+ − θ + − θ

 π π + + − = >
π = + − − =   π π + = − <    

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
∫

∫ ∫

 

 

5.6. Завдання для самостійної роботи 

1. Знайти функцію ( )ϕρ= ,uu , яка є гармонічною всередині кільця ba <ρ<  і задовольняє граничні 
умови 21, uuuu ba == =ρ=ρ . 

2. Знайти функцію )(zu , гармонічну всередині нескінченного прошарку, обмеженого площинами 
0=z  і hz = , якщо 210 , uuuu hzz == == . 

3. Знайти розв’язок рівняння Пуассона 1=∆u  всередині круга радіуса a=ρ , якщо 0==ρ au . 

4. Знайти розв’язок рівняння Au =∆  всередині кільця ba <ρ<  при наступних граничних умовах: а) 

21, uuuu ba == =ρ=ρ ; б) ,1uu a ==ρ  C
n
u

b
=

∂
∂

=ρ
. 

5. Знайти розв’язок задачі про обтікання нерухомого нескінченного циліндра, якщо на нескінченності 
швидкість рідини дорівнює нулю. 

6. Розв’язати задачу про обтікання нерухомого твердого шару потоком рідини, що на нескінченності 
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має швидкість 0u . 
7. Знайти стаціонарний розподіл температури ( )yxu ,  у прямокутній однорідній пластинці ax <<0 , 
by <<0 , якщо його сторони ax =  і by =  покриті тепловою ізоляцією, дві інші сторони ( 0=x , 0=y ) пі-

дтримуються при нульовій температурі. В пластинці виділяється тепло з постійною щільністю q . 
8. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля всередині куба з ребром a , якщо потенціал 

нижньої основи дорівнює constv =0 , верхня основа заземлена, а бічні сторони ізольовані. Припускається, 
що всередині куба немає електричних зарядів. 

9. Знайти розв’язок крайової задачі та дати її фізичну інтерпретацію: 

∞=<<<<=
∂
∂+

∂
∂ byax

y
u

x
u 0,0,02

2
2

2
; 

( ) ∞<<=
∂
∂=

=
y

x
uyu

ax
0,0,0,0 ; ( ) ( ) 0,,

2
5sin2

2
5sin70, =∞π+π= xu

a
x

a
xxu . 

10. Визначити гармонічну функцію в кільці bra << , 0>> ab , якщо ϕ=
∂
∂

=
cosA

r
u

ar
; 

constAAbru =π<ϕ≤ϕ= ,20,2sin),( . Дати фізичну інтерпретацію задачі. 
11. Знайти розв’язок рівняння Пуассона Axyu −=∆ , constA= , за межами круга радіуса a  з центром у 

початку координат, якщо  





π<ϕ≤πϕ
π<ϕ≤=ϕ .2,sin

,20,0),( Aau  

12. Записати розв’язок другої крайової задачі для рівняння 0=∆u : а) всередині і б) зовні круга. 
13. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле для півкола 1<z , 0Im >z , ( ) iyxyxz +== , . 
14. Знайти стаціонарний розподіл температури ( )yxu ,  в напівнескінченному тілі, обмеженому пло-

щиною 0=y , частина якого ( ax < ) знаходиться при заданій температурі constT =0 , а інша ( ax > ) частина 
– при нульовій температурі. 

15. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле: 
а) для смуги 1Im0 << z , iyxz += ; 
б) для півсмуги 1Re0 << z , 0Im <z , iyxz += . 

16. Розв’язати з допомогою функції джерела першу крайову задачу для рівняння Лапласа у півплощи-
ні 0>y , якщо 





>
<== .0при

,0при0
0 xV

xu y  

17. Побудувати функцію джерела для задачі Діріхле: 
а) всередині півкруга, 
б) всередині четвертої частини круга, 

в) всередині сектора з кутом розхилу 
n
π=α . 

18. Звести крайову задачу для рівняння Пуассона до відповідної крайової задачі для рівняння Лап-
ласа. Вказівка: див. [2], с. 128. 

19. Знайти стаціонарний розподіл температури всередині нескінченного циліндра радіуса R  при 
умові, що на границі підтримується задана температура. Вказівка: Врахувати те, що задача плоскопарале-
льна, тобто ( )θρ= ,uu  в циліндричних координатах, і розглянути внутрішню задачу Діріхле для рівняння 
Лапласа в крузі R<ρ . Див. [3], с. 400. 

20. Знайти розв’язок задачі Неймана для рівняння Лапласа у крузі радіуса a . Вказівка: див [3], с. 
400. 

21. Знайти розв’язок задачі Неймана за межами круга, використовуючи потенціал простого шару. 
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6. Завдання та методичні вказівки до виконання лабораторних робіт 

6.1. Метод відокремлення змінних для задач вільних коливань закріпленої струни 

Мета: Чисельна реалізація розв’язків задачі про вільні коливання закріпленої струни. 

Постановка задачі та короткі теоретичні відомості: 
1. В області ( ) ( ){ }TtlxtxG ∞<<<<= 0,0:,  знайти розв’язок рівняння 

ttxx uua =2  (6.1) 
за граничних 

( ) ( ) [ ]∞∈== ,0,0,,0,0 ttlutu , (6.2) 
та початкових 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]lxxhxuxgxu t ,0,0,,0, ∈=′=  (6.3) 

умов, де ( ) ( ) 00 == lgg , ( ) [ ]
2

,0 lCxg ∈ , ( ) [ ]
1

,0 lCxh ∈ . 

2. Розв’язок задачі (6.1)-(6.3): 

( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=





 π+ππ==

11
sincossin,,

n
nn

n
n t

l
nabt

l
naax

l
ntxutxu , (6.4) 

( ) ( )∫∫ π
π

=π=
l

n

l

n xdx
l
nxh

na
bxdx

l
nxg

l
a

00

~~sin~2,~~sin~2 . (6.5) 

Етапи виконання завдань: 
Варіант І. 
1. За формулами (6.5) обчислити коефіцієнти an та bn, де n=1,2,…,m, m – наперед задане натуральне 

число. 
Зауваження: При обчисленні інтегралів та ін. можна використовувати відповідні програмні продукти. 
2. За формулою ( ) ( )txutxu m ,, ≈ , де 

( ) ( )∑
=

=
m

n
nm txutxu

1
,,  (6.6) 

обчислити наближено значення функції ),( txu  у вузлах ),( ji tx  області ( ){ }TtlxtxGT <≤≤≤= 0,0:, : ixxi ⋅∆= , 

0,0 mi= , 0mlx=∆ , jtt j ⋅∆= , ∗= mj ,0 , ∗=∆ mTt . 
3. Результати обчислень роздрукувати (при можливості), або вивести на екран у вигляді таблиць (tj – 

рядки, xi – стовпці), або графіків функції ( ) 0,1,, mitxuu jij == . 

Варіант 2.  
Числовий параметр m знайти ітераційно з умови ε<−+ ),(),(1 jimjim txutxu , де ε – наперед задане чис-

ло (точність), ⋅  – одна із норм: 

а) ),(),(max),(),( 1
,1,,0

1
0

jimjim
mjmi

jimjim txutxutxutxu −=− +
==

+
∗

; 

б) 

( )

∗

= =
+

+











−

=−
∑∑

∗

mm

txutxu
txutxu

m

i

m

j
jimjim

jimjim
0

2
1

0 1

2
1

1

0
),(),(

),(),( . 

Висновки (очікувані результати):  
Зробити порівняльний аналіз коливань в залежності від початкового відхилення ( )xg  струни від по-

ложення рівноваги та початкової швидкості ( )xh . 
Варіанти завдань: ( ) ( ) ( ) β=−α= xhxlxxg , , де 








+=
+=

=
=α

23при,3
13при,2

3при,1

0
0
0

kk
kk
kk

;  







+=
+=

=
=β

23при,1
13при,2

3при,3

0
0
0

kk
kk
kk

, 


+=
== 12при,3

2при,2
0
0

kk
kkl , 

k – номер студента. 
Завдання максимум (для бажаючих): 
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1. Побудувати комп’ютерну модель процесу вільних коливань закріпленої струни. 
2. Шляхом розв’язку задачі: ttxx utxfua =+ ),(2 ; ),(),0( 0 tutu =  )(),( tutlu l= ; )()0,(),()0,( xhxuxgxu t =′=  

,)(,1)(),(( 0
22 ttutxlxtxf =+−=  ))( 2ttul =  дослідити відповідні вимушені коливання незакріпленої струни. 

 

6.2. Метод відокремлення змінних для задач теплопровідності 

Мета: Побудувати комп’ютерну модель процесу нагрівання чи охолодження стержня. 

Постановка задачі і короткі теоретичні відомості: 
Відомо, що процес теплопровідності у стержні у простішому випадку може бути описаний з допомо-

гою диференціального рівняння 

txx uua =2  (6.7) 

де 2a  – коефіцієнт “теплової дифузії”, ( )txuu ,=  – температура в точці ( )lx ,0∈  (l – довжина стержня) в мо-
мент часу t. На кінцях стержня (у точках 0=x  та lx= ) є відомими закони перерозподілу тепла з плином ча-
су: 

( ) ( ) ( ) ( ) ∞<<== ttutlututu l 0,,,,0 0 . (6.8) 
Відомим також є початковий розподіл тепла у стержні 

( ) ( ) lxxgxu <<= 0,0, , ( ) ( )00 0ug = , )0()( lulg = . (6.9) 
Знайти ( )txu , , ( )lx ,0∈∀ , ( )∞∈∀ ,0t . 
Задача зводиться до розв’язку в області ( ) ( ){ }TtlxtxG ∞<<<<= 0,0:,  рівняння (6.7) за умов (6.8), (6.9). 
ЇЇ розв’язок отримується за формулою 

( ) ( ) ∑∑
∞

=

π−∞

=
⋅π==

11
sin,,

n

t
l
na

n
n

n ex
l
natxutxu , (6.10) 

де ( )∫ π=
l

n xdx
l
nxg

l
a

0

~~sin~2 . (6.11) 

Етапи виконання завдань: 

1. Ввести 2a , l, g(x) (x∈[0,l]), m – кількість членів суми, 0m , ∗m  – параметри сітки ∗t
TG , ∗t  (див. 

п.6.1). 
2. За формулою (6.11) обчислити na , mn ,0= . 

3. За формулою ( ) ( ) ( )∑
=

=≈
m

n
nm txutxutxu

1
,,,  обчислити наближено значення функції ),( txu  у вузлах 

),( ji tx  області TG  (див. п.6.1). 
4. Результати розрахунку роздрукувати (при можливості), або вивести на екран у вигляді таблиць, або 

графіків (аналогічно до п.6.1). 
Аналогічно до п.6.1 за заданим рівнем точності ε підібрати m. А також за заданим δ (мале число) піді-

брати ∗t  таке, що ( ) δ≤∗txu ,  при ∗≥tt . 

Висновки (очікувані результати):  
Порівняльний аналіз процесу перерозподілу тепла у стержні в залежності від його початкового тем-

пературного стану. 
Варіанти завдань: ( ) ( )xlxxg −α= ,  

де 


+=
== 12якщо,3

2якщо,2
0
0

kk
kkl , k – номер студента (за журналом), 








+=
+=

=
=α

23при,3
13при,2

3при,1

0
0
0

kk
kk
kk

;  







+=
+=

=
=β

23при,1
13при,2

3при,3

0
0
0

kk
kk
kk

. 
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6.3. Крайові задачі для рівняння Лапласа 

Мета: Провести чисельний експеримент. 

Постановка задачі, короткі теоретичні відомості: 
Математична постановка задачі полягає у знаходженні розв’язку рівняння Лапласа 0=+ yyxx uu  у вну-

трішності прямокутника ( ){ }byaxyxG <<<<= 0,0:,  за умов ( ) ( ) ( ) ( )yuyauyuyu 31 ,,,0 == , ( ) ( )xuxu 20, = , 
( ) ( )xubxu 4, = . ЇЇ розв’язок: 

( ) ( ) ( )txwtxvtxu ,,, += ,  

де 
)()(

)()()()()()()()(
),(

24
2

13
1

axxbyy

axxy
b

xuxuxubyyx
a

yuyuyu
txv

−+−

−





 −

++−





 −

+
= , ( )yxw ,  – розв’язок задачі:  

( ) 0, =++ yxfww yyxx , ( ) ∑
∞

=

π⋅π=+=
1,

sinsin,
mn

nmyyxx b
my

a
nxavvyxf ,  

( )∫∫
π⋅π=

a b

nm dxdy
b
my

a
nxyxfa

00
sinsin, , ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,,,0 ==== bxwxwyawyw , а саме 

( ) ∑
∞ π⋅πα=
mn

nm y
b
mx

a
nyxw

,
sinsin, , де ( )22222

22

nbma
aba nm

nm +π
=α . 

Етапи виконання завдань: 

1. Ввести a, b, ( )yu1 , ( )yu3 , ( )xu2 , ( )xu4 , 0n , 0m  – параметри сіткової області 0G , ∗n , ∗m  – парамет-
ри сумування 

2. У вузлах ),( ji tx  області 0G , обчислити ijji vyxv =),( . 

3. Обчислити nma  та nmα , ∗= nn ,1 , ∗= mm ,1 , ),( jiij yxww = ; ijijji wvyxu +=),( . 

4. Результати розрахунку ),( jiij yxuu =  вивести на екран (по можливості – роздрукувати). 

5*. За заданим ε аналогічно до п.6.1, п.6.2 підібрати ∗n , ∗m . 

Висновки (очікувані результати):  
Провести порівняльний аналіз точності в залежності від ∗n  та ∗m . 
Варіанти завдань: ( ) 00 =yu , ( ) 13 +α= yyu , 2,1,0=α . ( ) axxu =2 ,  

( ) axbxu )1(4 +α= , 05kk= , akk += 05 , bkk += 03 . 
 

6.4. Задача Коші для рівняння теплопровідності в необмеженій області 

Мета: Провести чисельний експеримент. 

Постановка задачі і короткі теоретичні відомості: 
Необхідно знайти обмежену в області ( ){ }∞<<+∞<<∞−= txyxG 0,:,  функцію ( )txu , , яка задовольняє 

рівняння  

txx uua =2 ,  
та початкову умову ( ) ( ) ∞<<= xxgxu 0,0, . 

Розв’язок  

( ) ( )
( )

∫
∞+

∞−

−−
⋅

π
= xdexg

ta
txu ta

xx
~~

2
1, 2

2

4

~

. 

Допоміжні факти: 

( ) ∫ −
π

=Φ
x

x dxex
0

22  – інтеграл помилок (функція Лапласа). 

1) ( ) 00 =Φ ; 2) ( ) ( ) ( )( )+∞∞−∈∀Φ−=−Φ ;xxx ; 3) ( ) 1+→Φ
∞→xx . 



 312 

Задача 1.  

( ) 


<
>= 0,

0,
2
1

xa
xaxg . 

Розв’язок ( ) 




Φ

−++=
ta

xaaaatxu
222

, 2121 . (6.12) 

Задача 2.  

( ) [ ]
[ ]




∉
∈α= ∗

∗

∗
∗

xxx
xxxxg

,,0
,, . 

Розв’язок ( ) 













 −

Φ−






 −Φ= ∗
∗

ta
xx

ta
xxtxu

222
1, . (6.13) 

Етапи виконання завдань: 
1. За формулами (6.12) та (6.13) отримати розв’язки задач в точках ,ixx i ==  ( ),100,100−∈i  Zi∈  в мо-

менти часу t=1,2,10,100.  
2. Вказати час “комп’ютерної” стабілізації процесу. 
3*. Вивести результати обчислень в дані моменти часу в точках jxj ⋅=10 , 10,...,2,1 ±±±=j .  

Висновки  
Зробити порівняльний аналіз ( )ji txu ,  за часом. 
Варіанти завдань: 

103 akk += , 202 akk += , 1+α=α ∗ , ∗α+= 02kk , 12 =a , 

k – порядковий номер студента в журналі: ∗+= xkk 02 , ∗+= xkk 03 . 
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7. Завдання для самостійних та контрольних робіт 

Завдання 1. 

1. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l з теп-
лоізольованою бічною поверхнею, якщо його початкова температура )(xf , на кінці 0=x  підтримується ну-
льова температура, а на кінець lx=  зовні подається тепловий потік.  

2. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l з теп-
лоізольованою бічною поверхнею, якщо його початкова температура )(xf , на кінці 0=x  підтримується те-
мпература constu =0 , а на кінці lx=  відбувається конвективний теплообмін за законом Ньютона з навколи-
шнім середовищем, температура якого рівна нулю.  

3. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l з теп-
лоізольованою бічною поверхнею, якщо його початкова температура 0u , на кінці 0=x  підтримується пос-
тійна температура 1u , а на кінці lx=  – температура 2u .  

4. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l з теп-
лоізольованою бічною поверхнею, якщо його початкова температура )(xg , на кінець 0=x  зовні подається 
тепловий потік, а на кінці lx=  відбувається конвективний теплообмін за законом Ньютона з навколишнім 
середовищем, температура якого рівна нулю.  

5. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l, якщо 
його початкова температура рівна нулю, на кінці 0=x  підтримується нульова температура, а на кінець lx=  
зовні подається тепловий потік. В стержні виділяється тепло від неперервно розподілених в ньому джерел. 

6. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l, якщо 
його початкова температура constu =0 , на кінці 0=x  підтримується постійна температура 1u , а на кінці lx=  
відбувається конвективний теплообмін за законом Ньютона з навколишнім середовищем, температура якого 
рівна нулю. В стержні виділяється тепло від неперервно розподілених в ньому джерел. 

7. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l, якщо 
його початкова температура constu =0 , на кінці 0=x  підтримується постійна температура 1u , а на кінці lx=  
– температура 2u . В стержні виділяється тепло від неперервно розподілених в ньому джерел. 

8. Записати математичну постановку задачі для знаходження температури стержня довжиною l, якщо 
в момент часу 0=t  його температура дорівнює constu =0 , на кінець 0=x  зовні подається тепловий потік, а 
на кінці lx=  відбувається конвективний теплообмін за законом Ньютона з навколишнім середовищем, тем-
пература якого рівна нулю. В стержні виділяється тепло від неперервно розподілених в ньому джерел. 

9. Записати математичну постановку задачі про коливання стержня довжиною l , який виведений зі 
стану рівноваги тим, що його поперечним перерізам у початковий момент часу надані малі повздовжні зсуви 
та швидкості. Кінець стержня 0=x  закріплений жорстко, а правий lx=  – пружно. 

10. Записати математичну постановку задачі про коливання стержня довжиною l , який виведений зі 
стану рівноваги тим, що його поперечним перерізам у початковий момент часу надані малі швидкості. До 
кінця стержня 0=x  прикладена розтягуюча сила 0),( >ttF , а правий lx=  закріплений жорстко. 

11. Записати математичну постановку задачі про коливання стержня довжиною l , який виведений зі 
стану рівноваги тим, що його поперечним перерізам у початковий момент часу надані малі повздовжні зсу-
ви. Кінець стержня 0=x  закріплений пружно, а правий lx=  рухається за законом tA ωsin . 

12. Записати математичну постановку задачі про коливання стержня довжиною l , який виведений зі 
стану рівноваги тим, що його поперечним перерізам у початковий момент часу надані малі повздовжні зсуви 
та швидкості. Кінець стержня 0=x  закріплений пружно, а правий lx=  – жорстко. На стержень діє зовнішня 
сила з щільністю ),,( txf  яка прикладена з початкового моменту часу. 

13. Записати математичну постановку задачі про коливання стержня довжиною l , який виведений зі 
стану рівноваги тим, що його поперечним перерізам у початковий момент часу надані малі швидкості. До 
кінця стержня 0=x  рухається за законом tAcos , а правий lx=  закріплений жорстко. На стержень діє зов-
нішня сила з щільністю ),,( txf  яка прикладена з початкового моменту часу. 

14. Записати математичну постановку задачі про коливання стержня довжиною l , який виведений зі 
стану рівноваги тим, що його поперечним перерізам у початковий момент часу надані малі повздовжні зсу-
ви. Кінець стержня 0=x  закріплений пружно, а правий lx=  прикладена розтягуюча сила 0),( >ttF . На сте-
ржень діє зовнішня сила з щільністю ),,( txf  яка прикладена з початкового моменту часу. 

15. Записати математичну постановку задачі про малі поперечні коливання струни у середовищі з 
опором, пропорційному першій степені швидкості при умові, що кінець струни 0=x  закріплений жорстко, а 

lx=  – вільний. 
16. Записати математичну постановку задачі про малі поперечні коливання струни у середовищі з 
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опором, пропорційному першій степені швидкості при умові, що кінець струни 0=x  вільний, а lx=  – руха-
ється за законом tωsin . 

17. Записати математичну постановку задачі про стаціонарний розподіл температури в тонкій прямо-
кутній пластинці OABC  з сторонами aOA= , bOB= , якщо на бічних сторонах підтримуються задані темпе-
ратури. 

18. Записати математичну постановку задачі про стаціонарний розподіл температури в тонкій прямо-
кутній пластинці OABC  з сторонами aOA= , bOB= , якщо на сторонах OA і OB  задані теплові потоки, а 
сторони BC  і AC  теплоізольовані. 

19. Записати математичну постановку задачі для визначення стаціонарного розподілу температури 
всередині циліндра радіуса R  і висоти h , якщо температура верхньої і нижньої основ є заданою функцією 
від r , а бічна поверхня теплоізольована.  

20. Записати математичну постановку задачі для визначення стаціонарного розподілу температури 
всередині циліндра радіуса R  і висоти h , якщо температура верхньої і нижньої основ є заданою функцією 
від r , а бічна поверхня має температуру, що залежить лише від z .  

 

Завдання 2. 
В задачах 1-10 визначити тип рівняння і привести його до канонічного вигляду у кожній з областей, 

де його тип зберігається: 
1. 0=+ yyxx xyuu . 2. 02 =+ yyxx uxyu . 

3. 02 =− yyxx xuuy . 4. 04 22 =++ yyxyxx uxxuuy . 

5. 04 2 =++ yyxyxx uxyuu . 6. 02 2 =++ yyxyxx uyuu . 

7. 022 =++ yyxyxx uuux . 8. 0)( =+−+ yyxyxx xuuyxyu . 

9. 0=++ yyxyxx uxyuu . 10. 0222 =−− yyyxx yuuyux . 
В задачах 11-20 визначити тип рівняння і привести його до канонічного вигляду: 

11. 022 =+−+− yyzyzzxyxx uuuuu . 12. 04 =+−−+ yyzyzzxyxx uuuuu . 

13. 0222 =+++ zyxyxzxx uuuu . 14. 042 =+++ ztxtxzxy uuuu . 

15. 03222 =++++ zzyzyyxyxx uuuuu . 16. 024 =−++− zzyzyyxyxx uuuuu . 

17. 033 =−+−+ zzyyxzxyxx uuuuu . 18. 02222 =++−+ zzyyxzxyxx uuuuu . 

19. 05422 =++−+ zzyxxyyyxx uuuuu . 20. 0522 =++++− yxzzyzxyxx uuuuuu . 
 

Завдання 3. 
Використовуючи формулу Д’Аламбера, знайти розв’язок та дати фізичну інтерпретацію задачі. 
1. xuxuxuu tttxxtt 4,;6 0

2
0 ==+= == . 

2. xuxuxtuu tttxxtt ==+= == 0
2

0 ,;4 . 

3. 0,sin;sin 00 ==+= == tttxxtt uxuxuu . 

4. xxuxueuu ttt
x

xxtt cos,sin; 00 +==+= == . 

5. 1,1;sin9 00 ==+= == tttxxtt uuxuu . 

6. 0,0;sin 00
2 ==ω+= == tttxxtt uuxuau . 

7. 0,0;sin 00
2 ==+= == tttxxtt uutuau . 

8. xuxutuu tttxxtt 4,;6 0
2

0 ==+= == . 

9. 1,;4 00 ==+= == tttxxtt uxuxtuu . 

10. 0,cos;cos 00 ==+= == tttxxtt uxuxuu . 

11. xuxueuu ttt
x

xxtt ==+= == 00 ,cos;2 . 

12. 0,2;cos16 00 ==+= == tttxxtt uuxuu . 

13. 0,0;2sin4 00 ==+= == tttxxtt uuxuu . 

14. 0,0;cos9 00 ==+= == tttxxtt uutuu . 
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15. xuxuuu tttxxtt 2,;104 0
2

0 ==+= == . 

16. 1,;2 0
2

0 ==+= == tttxxtt uxuxtuu . 

17. 0,cos2;cos4 00 ==+= == tttxxtt uxuxuu . 

18. xuxueuu ttt
x

xxtt cos,sin;4 00 ==+= == . 

19. 1,0;sin525 00 ==+= == tttxxtt uuxuu . 

20. 0,0;cos9 00 ==+= == tttxxtt uuxuu . 

Завдання 4. 

1. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни π<< x0  із закріпленими кінцями, 
якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму синусоїди 

xx 2sin)( =ϕ . 
2. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lx<<0  із закріпленими кінцями, як-

що початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму ламаної 
OABC , де )0,0(O , ),( hcA , ),( hdB , )0,(lC , ldc <<<0 . 

3. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lxl <<−  із закріпленими кінцями, 
якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму параболи, 
віссю симетрії якої служить пряма 0=x , а вершиною – точка ( )hM ,0 . 

4. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 
один кінець якого ( )0=x  закріплений жорстко, а інший ( )lx=  – пружно. Початкові зміщення поперечних 
перерізів стержня визначаються за формулою kxx =ϕ )( , а їх початкові швидкості дорівнюють нулю. 

5. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни 
2

3
2

π<<π− x  із закріпленими кінцями, 

якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення задаються формулою 
xx cos)( =ϕ . 

6. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lxc <<−  із закріпленими кінцями, 
якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму ламаної 
ABC , де )0,( cA − , ),0( hB , )0,(lC . 

7. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни bxa <<  із закріпленими кінцями, 
якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму параболи, 

віссю симетрії якої служить пряма 
2

abx −= , а вершиною – точка 




 − habM ,

2
. 

8. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 
один кінець якого ( )0=x  закріплений жорстко, а інший ( )lx=  – пружно. Початкові зміщення поперечних 

перерізів стержня визначаються за формулою 2)( kxx =ϕ , а їх початкові швидкості дорівнюють нулю. 
9. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lxl <<−  із закріпленими кінцями, 

якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму ламаної 
ABCD , де )0,( lA − , ),( hcB − , ),( hcC , )0,(lD , lc<<0 . 

10. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lx<<0  із закріпленими кінцями, 
якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму синусоїди 

l
nxx π=ϕ sin2)(  ( n  – ціле). 

11. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 
якщо його кінці вільні. Початкові зміщення поперечних перерізів стержня визначаються за формулою 

kxx =ϕ )( , а їх початкові швидкості дорівнюють нулю. 
12. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lxl <<−  із закріпленими кінцями, 

якщо початкові швидкості точок струни дорівнюють нулю, а початкові відхилення мають форму ламаної 
ABC , де )0,( lA − , ),0( hB , )0,(lC . 

13. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lx<<0  із закріпленими кінцями, 
якщо в початковому положенні струна знаходиться у спокої ( 0)( =ϕ x ), а початкова швидкість ψ  задається 
формулою [ ]lxconstvx ,0,)( 0 ∈==ψ . 

14. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 
один кінець якого ( )0=x  закріплений жорстко, а інший ( )lx=  – вільний. Початкові зміщення поперечних 
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перерізів стержня визначаються за формулою kxx =ϕ )( , а їх початкові швидкості дорівнюють нулю. 
15. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lx<<0  із закріпленими кінцями, 

якщо в початковому положенні струна знаходиться у спокої ( 0)( =ϕ x ), а початкова швидкість ψ  задається 
формулою: 

[ ]
[ ]




βα∉
βα∈=ψ ,,при,0

,,при,)( 0
x
xvx  

де l≤β<α≤0 . 
16. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 

до кінця 0=x  якого з моменту часу 0=t  прикладена сила ,,)( constAAttF ==  а інший lx=  – закріплений 
жорстко. 

17. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lx<<0  із закріпленими кінцями, 
якщо в початковому положенні струна знаходиться у спокої ( 0)( =ϕ x ), а початкова швидкість ψ  задається 
формулою: 

( ) [ ]
[ ]





α+α−∉

α+α−∈
α
−π

=ψ
,,при,0

,,при,
2

cos)(
00

00
0

xxx
xxxxxAx  

де lxx ≤α+<α−≤ 000 . 
18. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 

до кінця 0=x  якого з моменту часу 0=t  прикладена сила 2)( ttF = , а інший lx=  – закріплений жорстко. 
19. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про коливання струни lx<<0  із закріпленими кінцями, 

якщо в початковому положенні струна знаходиться у спокої ( 0)( =ϕ x ), а початкова швидкість ψ  задається 
формулою: 







≤≤δ+
δ+≤≤δ−

δ−≤≤
=ψ

.,0
,,

,0,0
)(

0
000

0

lxx
xxxv

xx
x  

20. Методом Фур’є знайти розв’язок задачі про повздовжні коливання однорідного стержня lx<<0 , 
один кінець якого ( )0=x  закріплений жорстко, а на інший ( lx= )  діє сила constF =0 . Початкові зміщення 
поперечних перерізів стержня визначаються за формулою kxx =ϕ )( , а їх початкові швидкості дорівнюють 
нулю. 

 

Завдання 5. 
Використовуючи метод відокремлення змінних, знайти розв’язок та дати фізичну інтерпретацію зада-

чі. 
1. constAxlAxuuulxuu tlxxxxt =−===<<= === ),(,0,0, 00 . 

2. 1,0,0, 00 ===<<−= === tlxxxxt uuulxuuu . 

3. 1,0,0,10, 2
010 −===<<= === xuuuxuu txxxxt . 

4. xxuuuxuu txxxxt π−===π<<= =π==
2

00 ,0,0, . 

5. xxuuuxuuu txxxxt π−===π<<−= =π==
2

00 ,0,0,4 . 

6. 0,1,0,0,9 00 ===<<= === tlxxxxxt uuulxuu . 

7. constAxlAxuuulxuu tlxxxxt =−===<<= === ),(,0,0,0,4 00 . 

8. 1,0,0,10,9 2
010 −===<<= === xuuuxuu txxxxxt . 

9. 10,0,10,16 010 ===<<= === txxxxxxt uuuxuu . 

10. )(3,0,0,9 00 xlxuuulxuuu tlxxxxt −===<<−= ===  

11. )(,10,0,4 00 xlAxuuulxuu tlxxxxt −===<<= === . 

12. constAx
l
Auuulxuu tlxxxxt ====<<= === ,,5,0,0, 00 . 

13. lxxuuulxuu tlxxxxt −===<<= ===
2

00 ,1,5,0,25 . 

14. 0,2,2cos,0,9 00 ===<<= === tlxxxxt uutulxuu . 
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15. 0,sin,2,0,4 00 ===<<= === tlxxxxt utuulxuu . 

16. 0,0,,0, 00 ===<<= === tlxxxxt uutulxuu . 

17. 0,5,10,0,16 00 ===<<= === tlxxxxt utuulxuu . 

18. 1,1,0,0,9 00 ===<<= === tlxxxxxt uuulxuu . 

19. 0,20,0,0,4 00 ===<<= === tlxxxxxt uuulxuu . 

20. 0,1,1,0, 00 ==−=<<= ==
−

= tlx
t

xxxt uueulxuu . 
 



 318 

Рекомендована література 
1.  Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. М., 1977. – 735 с. 
2.  Положий Г.Н. Уравнения математической физики. М., 1964. – 554 с. 
3.  Михлин С.Г. Курс математической физики. М., 1968. – 506 с. 
4.  Будак Б.М. Самарский А.А., Тихонов А.Н. Сборник задач по математической физике. М., 1972. – 688 с. 
5.  Смирнов М.М. Задачи по уравнениям математической физики. М., 1975. – 126 с. 
6.  Кошляков М.С. и другие. Уравнения в частных производных математической физики М.: Высшая шко-

ла, 1970. – 712 c. 
7.  Владимиров В.С. Уравнения математической физики М.: Наука, 1981. – 512 с. 
8.  Перестюк М.О., Маринець В.В. Теорія рівнянь математичної фізики. К.: Либідь, 1993. – 248 c. 
9.  Годунов С.К. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1979. – 436 с. 
10. Курант Р. Уравнения с частными производными. М.: Мир, 1964. – 830 с. 
11. Фарлоу С. Уравнения с частными производными. М.: Мир, 1985. – 205 с. 
12. Смирнов М.М. Дифференциальные уравнения в частных производных второго порядка. М.: Наука, 

1964. – 204 с. 
13. Бицадзе А.В. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1976. – 512 с. 
14. Михайлов В.П. Дифференциальные уравнения в частных производных. - М.: Наука, 1983. – 424 с. 
15. Владимиров В.С. и другие. Сборник задач по математической физики. М.: Наука, 1982. – 256 с. 
16. Бицадзе А.В., Калиниченко Д.Ф. Сборник задач по уравнениям математической физики. М.: Наука, 

1977. – 224 с. 
17. Вірченко Н.О. Деякі типові крайові задачі математичної фізики та методи їх розв’язання. – К.: Вища 

школа, 1976. – 56с. 
18. Антонова А.М. Методические указания к практическим занятиям по уравнениям математической фи-

зики для студентов механико-математического факультета. К.: Изд-во Киевского ун-та, 1985. – 48 с. 
19. Барановський С.В., Бомба А.Я., Кузьменко А.П. Рівняння математичної фізики: конспект лекцій. – Рів-

не. Редакційно-видавничий центр Міжнародного університету “РЕГІ” імені академіка Степана 
Дем’янчука. 2003. – 102 с. 



 319 

ЧЧААССТТИИННАА  33  

ЗЗААССТТООССУУВВААННННЯЯ  ЧЧИИССЕЕЛЛЬЬННИИХХ  ТТАА  ЧЧИИССЕЕЛЛЬЬННОО--ААННААЛЛІІТТИИЧЧННИИХХ  ММЕЕТТООДДІІВВ  
ММААТТЕЕММААТТИИЧЧННООЇЇ  ФФІІЗЗИИККИИ  ДДЛЛЯЯ  ММООДДЕЕЛЛЮЮВВААННННЯЯ  ІІ  ДДООССЛЛІІДДЖЖЕЕННННЯЯ  ФФІІЗЗИИЧЧННИИХХ  

ППООЛЛІІВВ  ВВ  ЗЗААДДААЧЧААХХ  ММЕЕХХААННІІККИИ  ССУУЦЦІІЛЛЬЬННООГГОО  ССЕЕРРЕЕДДООВВИИЩЩАА  

1. Розпаралелювання розв’язку крайових задач для дівергентних рівнянь у 
шаруватих середовищах 

1.1. Розв’язок крайової задачі для рівняння дівергентного типу у нескінченній багатошаровій 
смузі 

Ряд фізичних процесів моделюються крайовими задачами для еліптичного рівняння 

( , ) ( , ) ( , )u uLu x y x y f x y
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ≡ χ + χ =  ∂ ∂ ∂ ∂   
, (1.1) 

де ),(,0),( 0 yxfyx >χ≥χ  визначені в деякій області G . При цьому, якщо ),( yxχ  стрибками змінюється в обла-
сті G  (що нерідко трапляється в задачах теплопровідності, фільтрації, напівпровідників), то ефективність 
відомих наближених методів розв’язування таких задач суттєво знижується. Викликано це в основному зро-
станням числа обумовленості матриць, супроводжуючих чисельний розв’язок рівняння (1.1). У таких випад-
ках доречно  складати алгоритми так, щоб розв’язок рівняння (1.1) в G  звести до розв’язку його в області 

),( yxχ . Цей підхід лежить в основі викладеної в [1] методики, ефективність якої залежить від розмірів обла-
сті, де визначається розв’язок. Уникнути такого недоліку і поширити підхід із [1], зокрема, на необмежені 
області (наприклад, нескінченні смуги) дозволяє методика, запропонована в даній роботі. Тут ідея альтер-
нуючого методу Шварца [2] поєднана з ефектом інтегральних перетворень методу Р-трансформацій [3]. 

Розглянемо крайову задачу: у смузі { }cyxyxG ≤≤∞<<−∞= 0,|),( знайти розв’язок рівняння (1.1), що на 
межі G  задовольняє крайові умови 







∞<<∞−ψ=
∂

∂
∞<<∞−ϕ=

,),(),(
,),()0,(

xxy
Cxu

xxxu
 (1.2) 

де 







≤<χ
≤<χ
≤≤χ

=χ
,,
,,
,0,

),(

3

2

1

cyb
bya
ay

yx  (1.3) 

,,, 321 χχχ – сталі. При цьому на лініях byay == ,  розриву функції ),( yxχ  виконуються умови 

,0=





∂
∂χ=

α=
α=

y
y y

uu  (1.4) 

де α=⋅ y  – стрибок функції на .,ba=α  

Введемо у площині Oxy  рівномірну прямокутну сітку 
{ },,2,1,0,;,|),( 100 ±±=+=+== kikhyyihxxyxw kikih  

де 1, hh  – кроки сітки. Покладемо: сybyayyx NNN ===== +100 ,,,0
21

. 
Застосовуючи інтегро-інтерполяційний метод [6], поставимо у відповідність задачі (1.1)-(1.4) наступ-

ну скінченно-різницеву задачу:  
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 (1.5) 
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[ ]
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Тут використано позначення: 

.)()()(
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),()(5,0)(
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,))()()1(2()(~
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13100
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Для розв’язку таких нескінченновимірних систем можливо застосу- 
вання методу Р-трансформацій [4]. Втім, у випадку двох і більше точок розриву ),( yxχ  в G  реалізація від-
повідних формул Р-трансформацій спряжена із складною і трудомісткою процедурою обчислення власних 
значень і власних векторів матриць [5]. Таких недоліків позбавлена наступна методика розв’язування задачі 
(1.5)-(1.6). 

Визначимо дві сіткові смуги: 
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У областях hG1  і hG2  визначимо дві послідовності сіткових функцій ∞
=0
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k xV  та ∞
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k xW  від-
повідно. Для цього розглянемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь  
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 (1.7) 

( )





















=χ+χ

−++=
=+χ+χ

=χ+χ

=χ+χ+χ+χ

−++=
=+χ+χ

=χ+χ

−

+−

−−−

+−

+−

−
+++

),(
~

)()(~
),1,...,2,1(

),()]()([)(~
),(

~
)()(~

),(])([~)(5,0

,1,...,3,2
),()]()([)(~

),(
~

)()(~

2)(
13

2)(
3

22

2)(
1

)(
13

2)(
3

)(
1

2)(
22

2)(
12

2)(
13

)(
12

2)(
32

211

2)(
1

)(
12

2)(
2

)1(
1

2)(
22

2)(
12

222

2222

111

iNi
n

Ni
n

Nh

iki
n

ki
n

ki
n

kk

i
n

Ni
n

Ni
n

Nh

iN
n

Ni
n

N
n

Nh

iki
n

ki
n

ki
n

kh

i
n

Ni
n

Ni
n

Nh

xfhxWrxWL

NNNk
xfhxWxWrxWL

xfhxVrxVL

xfhWxWrWL

NNNk
xfhxWxWrxWL

xfhxWrxWL

 (1.8) 

.,...)2,1,0(

),()()(
~

),()()(
~

)1(
2

2
11

)1(
1

)1(
2

2
11

)1(
1

222

111

±±=

χ−=

χ−=

−−
+

−
+

−−
+

−
+

i

xVhxfxf

xVhxfxf

i
n

NiNi
n

N

i
n

NiNi
n

N

 

Приймемо позначення: 
N
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. 
Для розв’язку системи (1.7)-(1.8) застосовуємо метод Р-трансформацій [5]. Отримаємо 
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Елементи діагональних матриць 
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TT PP 21 ,  – матриці, транспоновані до 21,PP  відповідно. 

Тепер задамо довільним чином )()0(
1 iN xV  ,...)2,1,0( ±±=i . Застосовуючи формули (1.9), (1.10), отримаємо 

послідовно: 
),...(),(),(),( )3()2()1()1(

iiii xWxVxVxW


. 
Теорема. Для сіткових функцій (1.9), (1.10) справедливі оцінки 
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Доведення теореми здійснюється за схемою, викладеною в [1]. 
Таким чином, отримані послідовності сіткових функцій ∞

=1
)( )}({ ni

n
n xV   та ∞

=1
)( )}({ ni

n
n xW є збіжними до 

розв’язку )( ik xu  задачі (1.5)-(1.6), що апроксимує розв’язок ),( yxu вихідної задачі (1.1)-(1.4) з порядком 

)( 2O  на hw , де ),max( 1hh=  [4]. 
Зауважимо, що ітераційний процес (1.9)-(1.10) є чисельним аналогом класичного методу Шварца [2]. 
 

1.2. Метод декомпозиції та розпаралелювання розв'язку одного класу задач теорії фільтрації 

Надзвичайна складність екологічних та відповідних технологічних задач призводить до необхідності 
використання математичного моделювання в якості основного методу дослідження. Крім проблем інформа-
ційного забезпечення, такі задачі характеризуються, зокрема, великою розмірністю. Тому доречними є роз-
робки підходів, які б забезпечували зниження розмірності моделі. 

Розглянемо відповідну вказаній ідеї зниження розмірності методику, яка може бути основою науково 
обгрунтованих розрахунків, необхідних при проектуванні важливих в екосистемах очисних та захисних гід-
роспоруд, гідрохімічного режиму грунтів та грунтових вод, тощо. Основні засади методики викладемо на 
прикладі розрахунку фільтраційного поля в неоднорідному середовищі. 

Як правило, в природніх умовах фільтраційний потік здійснюється в середовищі, що є неоднорідним, 
зокрема, по вертикалі. При моделюванні фільтраційних процесів прошарки із близькими значеннями коефі-
цієнта фільтрації зводяться до розрахунковoго прoшарку з осередненим коефіцієнтом фільтрації. В резуль-
таті весь водоносний пласт моделюється областю фільтрації з шаруватою структурою. 

1. Напірна фільтрація. Розглянемо приклад плоскої напірної фільтрації води в багатошаруватому 
пласті скінченної потужності, що моделюється наступною крайовою задачею: в області 

),,(|),{( +∞−∞∈=Ω xyx  )},( bay∈  знайти функцію напору ),( yxu  як розв’язок рівняння 
),,()),( ),(( yxfyxugradyxdiv =κ  ,),( Ω∈yx      (1.12) 

який на межі ∂Ω задовольняє крайовим умовам   
;),[]0,(   ),()0,( +∞∪−∞∈ϕ= axxxu  (1.13) 
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Нехай, при цьому:  
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На лініях розриву κ(x,y) покладемо  
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де ][⋅  означає стрибок функції: )0,()0,(][ −ξ−+ξ=ξ= xuxuu y . 

Вважаємо, що напір ϕ(x) та інтенсивність джерел f(x,y) – задані функції, для яких існує єдиний 
розв’язок крайової задачі (1.13)-(1.16) [7]. 

Застосовуючи методику, викладену в [8], будемо шукати розв’язок u(x,y) у вигляді ряду 
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розв’язки яких легко отримати методом Р-трансформацій [8, 3]. Тут ∆ – оператор Лапласа, ∞= ,0k . 
2. Безнапірна фільтрація. Розглянемо випадок стаціонарної плоскої фільтрації води через неоднорі-

дне пористе середовище земляної греблі, що зведена на проникній шаруватій основі скінченної потужності 
зі шпунтом АМ (рис.1.1). 

Для визначення основних характеристик відповідного фільтраційного потоку достатньо знайти функ-
цію напору u(x,y) як розв’язок рівняння 

,0)),(),(( =κ yxugradyxdiv  ,),( Gyx ∈  (1.18) 
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u , 1,0 −= ni , (1.22) 

де G  – область фільтрації, ),( yxκ  – коефіцієнт фільтрації в точці ,),( Gyx ∈ 21, HH  – рівні напору у верх-

ньому і нижньому б’єфах, ν  – одиничний вектор внутрішньої нормалі до межі області, n  – число розривів 
 

 
Рис. 1.1 
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коефіцієнта ),( yxκ , 
0sM by =  – ордината точки M, ns <0 , niiconstbbbb in ,1  ),(  ,...0 10 ==κ=<<<= . 

Зауважимо, що для області G  невідомим є положення кривої депресії BC  і його необхідно знайти 
при розв’язуванні задачі (1.18)-(1.22), яка має єдиний класичний розв’язок [7]. 

Нехай крива BC  визначена, наприклад, рівнянням [ ]axxgy ,0),( ∈= , де неперервна фінітна функція 
0)( ≤xg  для [ ]ax ,0∈ . 
Розв’язок ( )yxu , , як і вище, шукаємо у вигляді ряду (1.17), де 0=s  при isbyxg =≤≤  ,)( 0  при 
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Тут }0,),(|),{(0 ≤∈= yGyxyxG . 
Для розв’язування задач (k,0), (k=0,1,2,…) застосуємо метод скінченних елементів [9]. З цією метою 

перейдемо до еквівалентної варіаційної задачі, яка полягає у наступному. Потрібно знайти функцію 
Hyxuk ∈),()0( , яка забезпечує мінімум функціоналу енергії 

( ) ( )
( )

( ) ,,, 2

0

dxdyyxugradyxuF
G
∫∫κ=  

де H  – множина функцій на 0G , які мають узагальнені перші похідні і задовольняють заданим крайовим 
умовам першого роду. При знаходженні наближеного розв’язку задач (k,0) здійснюємо триангуляцію області 

0G  (розбиваємо на трикутники). В якості базису відповідного H скінченномірного простору NH  ( N  – чис-
ло вузлів триангуляції області 0G ) виберемо поліноми першого степеня (лінійні на кожному трикутнику ро-
збиття області 0G ). 

В результаті реалізації стандартної методики МСЕ [12] спочатку одержимо наближені значення 
( )( )yxu ,0
0  у вузлах триангуляції області 0G . Тепер розв’язок задач ( ) ),1(,0 nss =  знайдемо у вигляді формул Р-

трансформацій [8, 3]. Розв’язки наступних задач ( , ) ( 1, ; 0, )k s k s n= ∞ =  знаходимо відповідно методами МСЕ 
та Р-трансформацій паралельно за схемою, наведеною в [10]. 

Збіжність ряду (1.17) забезпечується при відповідному виборі релаксаційних параметрів )1,0( −=α nss  
[11]. 

Знаходження кривої y=g(x), x∈(a,b) здійснюється методом ітерацій наступним чином. Спочатку криву 
BC задаємо наближено, наприклад, прямою BC (0) (рис.1.1). При цьому, одержуємо наближення G (0) області 
G. Проміжок височування CL замінюється наближенням – відрізком C (0)L. В G (0) за викладеною вище схе-
мою розв’язується задача (1.18)-(1.22) без умови ( ) 0)0( =+ BCyu . В результаті у вузлових точках області G (0) 
отримуємо значення u (0)(x,y) – наближення u(x,y). Якщо у вузлових точках на межі BC(0) 

ε>+ |),(| )0( yyxu , (1.23) 

то в якості наступного наближення BC вибирається ламана BC(1), вершинами якої є точки )),(;( )0(
iii yxux , де 

),( ii yx -вузли триангуаляції на межі BC(0). Критерієм зупинки ітераційного процесу є нерівність (1.23) для 

достатньо малого значення ε >0. Збіжність )(mBC  до BC при ∞→m  у відповідному визначенні доведена в 
[12]. При цьому можливі певні модифікації способу визначення проміжку височування CL  [13]. 

Підсумовуючи, зауважимо наступні переваги запропованої методики. 
Процес розв’язування задачі “розпаралелюється”, що є актуальним заходом в організації ефективного 

математичного забезпечення розрахунку на ЕОМ задач масопереносу в суцільному середовищі. Методика 
забезпечує розв’язок розглянутої задачі для достатньо складних за конфігурацією областей при значній кі-
лькості ліній розриву коефіцієнта ( )yx,κ , що природньо для задач підземної гідромеханіки. Явний вид на-
ближеного розв’язку, що забезпечують задіяні тут методи Р-трансформацій і скінченних елементів, дозволяє 
здійснювати вибірковість рахунку в наперед вибраній множині вузлів. Цей факт важливий з огляду на звич-
ні диспропорції у розмірах області фільтрації. Нарешті, такий комбінований підхід дозволяє уникнути про-
блеми розв’язування нестійких за своєю природою систем лінійних алгебраїчних рівнянь, що появились би, 
при розв’язуванні вихідної задачі, наприклад, методом скінченних різниць [6]. Методика достатньо зручна 
для комп’ютерної реалізації. 

Зауважимо, що викладені тут алгоритми чисельного розрахунку задач фільтрації без складнощів мо-
жуть бути адаптовані до ряду інших складних випадків конфігурації області та зміни коефіцієнта фільтрації, 
а також на випадок трьохмірної фільтрації. 

Відмітимо, що декомпозицію вихідної задачі, подібно до вище викладеного алгоритму, можна доста-
тньо ефективно здійснити на основі альтернуючого методу Шварца [14, 15]. 

Очевидно, що запропоновані тут підходи з успіхом можуть бути поширені на відповідні випадки не-
стаціонарної фільтрації в неднорідних складної конфігурації областях [16]. 

Таким чином, ідея декомпозиції у викладеному вище варіанті реалізації має ряд переваг, забезпечує 
зниження розмірності вихідної задачі і може з успіхом використовуватись для розрахунку, зокрема, фільт-
раційного фону, що є основою в задачах дослідження гідрологічних процесів у природніх та створених ци-
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вілізацією екологічних системах. 
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1.3. Розв’язування однієї крайової задачі для диференційного рівняння в частинних 
похідних з розривними коефіцієнтами та періодичністю в крайових умовах 

Розглянемо наступну крайову задачу: 
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де дужки []⋅  позначають стрибок функції; baaaaa n =<<<<=< ...0 210  – задані числа, )(),(),,( yyyxf ϕφ – за-
дані функції, при яких існує єдиний розв’язок задачі (1.24). 

Ця постановка узагальнює крайову задачу, що розглядалася в [17]. В даній роботі пропонується та об-
грунтовується алгоритм розв’язання задачі (1.24). 

Поряд із задачею (1.24) розглянемо наступну крайову задачу: 
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де ( ) ( )yxuyxu s ,~,~ )( =  при ,1 ss axa <≤−  sα  – поки-що невідомі релаксаційні параметри, які будуть визначені 

далі, .,1 ns=  
Розв’язок задачі (1.25) шукатимемо у вигляді ряду 
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k yxuyxu  (1.26) 

Оскільки при 1=ε  задачі (1.24) i (1.26) співпадають, то функція 
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k
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буде розв’язком задачі (1.24). 
Для знаходження функцій ( )yxuk ,  підставляємо (1.27) в (1.24) і отримуємо n самостійних крайових 

задач в ),1()( nsG s =  для k=0, 1, 2,...:  
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Тут ( ) ,, 1)( −κ⋅= s
s yxff  ,,1 ns=  2

2
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yx ∂
∂+

∂
∂=∆ – оператор Лапласа. 

Для розв’язування задач (1.28)-(1.33) на площині введемо рівномірну прямокутну сітку: 
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Задачам (1.28)-(1.33) поставимо у відповідність скінченно-різницеві задачі, розв’язки яких знайдемо 
методом сумарних зображень [18, 4, 6]: 
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Визначивши ),()( yxu s
k  за формулою (1.34), формуємо ряд ∑

∞

=0

)( ),(
k

s
k yxu , nsGyx s ,1,),( )( =∈ . Для забезпе-

чення збіжності цього ряду до розв’язку вихідної задачі u(x,y) вибираємо αs (аналогічно [19]) за умовою: 

0)()(
2

111
1 <α<−κ+−κ

κκ−
−++

+
s

ssssss
ss

aaaa   ).,1( ns=   (1.35) 

Таким чином, маємо обгрунтований алгоритм розв’язування крайової задачі (1.24) із довільною кіль-
кістю ліній розриву коефіцієнта κ(x,y) та періодичністю в крайових умовах. Комп’ютерна реалізація цього 
алгоритму достатньо прозора і може здійснюватися за схемою розпаралелювання, наведеною в [10]. 

 
 

2. Чисельні методи теорії функцій комплексної змінної розв’язання крайових 
задач типу “фільтрація” 

2.1. Застосування методу сумарних зображень до розв’язання нелінійних обернених 
крайових задач на конформні відображення 

Розглянемо напочатку модельну задачу про знаходження гармонiчної функцiї ϕ=ϕ(x,y) (потенцiалу) в 
однозв’язнiй чотирикутній криволiнiйній областi ABCDGz =  ( )iyxz += , обмеженiй чотирма гладкими кри-
вими AB={z: f1(x,y)=0}, BC={z: f2(x,y)=0}, CD={z: f3(x,y)=0}, DA={z: f4(x,y)=0}, якi в точках A, B, C, D перети-

наються пiд прямими кутами, при умовах: ∗ϕ=ϕ AB , ∗ϕ=ϕ CD , 0=ϕ=ϕ
DABC dn

d
dn
d , де n  – зовнiшня нормаль до 

вiдповiдної кривої. Ввiвши гармонiчну функцiю ( )yx,ψ=ψ  (функцiю течiї), комплексно спряжену до 
( )yx,ϕ=ϕ  i замiнивши останнi двi граничнi умови на умови: QBC =ψ , 0=ψ AD , де стала Q  – повна витрата 

(невiдомий параметр), яку можна визначити із рівністі: ∫∫ ∂
∂ϕ

∂
∂ϕ

∂
∂ψ +−==

EF
xy

EF
s dydxdsQ  ) ,( BCFADE ∈∈ , ми, як 

вiдомо [20,21,22,27], можемо дану задачу замiнити бiльш загальною задачею на конформне вiдображення 
),(),()( yxiyxz ψ+ϕ=ω=ω  областi zG  на прямокутник (область комплексного потенцiалу) 

}0,:{ QG <ψ<ϕ<ϕ<ϕω= ∗
∗ω  при вiдповiдностi чотирьох кутових точок [25]. Обернена до неї крайова задача на 

конформне відображення області ωG  на zG  при невідомому Q , що має вигляд: 
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зводиться до розв’язування в ωG  рівнянь Лапласа 0,0 =∆=∆ yx  при заданих крайових умовах та умовах Коші-
Рімана на границі ω∂G  області ωG  [20,21,22]. 

Різницевий аналог цієї крайової задачі у відповідній сітковій області 
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де .),(  ),,( ,, jijijiji yyxx ψϕ=ψϕ=  
Загальний розв’язок скінченно-різницевих рівнянь (2.2) у внутрішніх і граничних по горизонталі вуз-

лах сіткового прямокутника γ
ωG  через значення в граничних вузлах по вертикалі згідно з формулами сумар-

них зображень Г.Положого [3, 4] має вигляд: 
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Невідомі ,,,, kkkk DCBA  tmtmtt yxyx ,1+,1+,0,0 ,,,  визначаються в результаті розв’язання системи нелінійних 
алгебраїчних рівнянь: 
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njmi ,1=     ,,1= , (2.7) 
де невідома γ  представлена за формулою (2.5). 

Розв’язок цієї системи знаходимо ітераційно таким чином: задаємо нульове наближення невідомої ве-
личини γ (так, щоб число γ+⋅ϕ∆=α )1(n  не перевищувало шуканої витрати Q ). Розв’язуємо систему (2.7) 
при заданому значенні γ, наприклад, за методом Ньютона [23,2] та перевіряємо виконання умови (2.5). В за-
лежності від одержаної нев’язки вибираємо наступне наближення невідомої величини γ і т.д. Умовою закін-
чення  
 

 
 Рис. 2.1. Рис. 2.2. 

 
процесу може бути нерівність: ε<γ−γ + || )()1( kk . 

Ефективність запропонованої методики полягає в тому, що формули сумарних зображень забезпечу-
ють розв’язність локалізованої лінійної (основної) частини даної системи, а невідомі коефіцієнти знаходять-
ся шляхом розв’язання нелінійних систем невисоких порядків (2.7) за умови (2.5), породжених лише грани-
чними умовами (2.3) та умовами Коші-Рімана (2.4) [21,26]. 

Нехай M та N деякі точки кривої BC, )( ),( NM NM ϕ=ϕϕ=ϕ . Покладемо тепер ϕ=ϕ MN . Очевидно, що 

в залежності від значення ϕ  можливі різні випадки формування течії в області Gz [28, 29]. Розглянемо той 

із них, коли межова точка розділу потоків K(K∈∂Gz) належить до ділянки BM (рис.2.1) та Mϕ<ϕ<ϕ∗
 . При 

цьому область комплексного потенціалу ωG  має вигляд (рис.2.2) 

}<<0, :{ QG ′ψϕ<ϕ<ϕω= ∗
∗ω ∪′=ψϕ<ϕ<ϕω∪ ∗ },~ :{ Q  }<<, :{ QQ ′′ψ′ϕ<ϕ<ϕω∪ ∗ . 

Обернена крайова задача на конформне відображення області ωG  на область zG  при невідомих Q′ , 

Q ′′ , ϕ , ϕ~ , запишeться у вигляді: 
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де Kϕ=ϕ~ ; ∫ ∂
∂ψ=′

B

A
dssQ  – потік, що входить в область zG  через ділянку AB , ∫ ∂

∂ψ=′′
C

D
dssQ  – сумарний потік, 

що виходить із неї через ділянку CD  ( QQ ′−′′  – потік, що входить в область zG  через ділянку MN ). 

Різницевий аналог цієї крайової задачі у сітковій області )(4
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ри kpkp aa ΨΨΦΦ ,,,,, 21 , 21,bb  в залежності від значення l визначаються згідно таблиці: 
 

l Φp Φk a1 a2 Ψp Ψk b1 b2 
1 ∗ϕ  ϕ~  0 m1 0 Q′  0 n0 

2 ϕ~  ∗ϕ  m1 m+1 0 Q′  0 n0 

3 ϕ~  ∗ϕ  m1 m+1 Q′  Q ′′  n0 n+1 

4 ϕ  ϕ~  m0 m1 Q′  Q ′′  n0 n+1 

 
запишемо у вигляді [6]: 
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Загальний розв’язок скінченно-різницевих рівнянь (2.9), згідно з формулами (2.6), записуємо у вигля-
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,4,1=     ,,=     ,1,1 2121 lbbjaai −+=  (2.14) 
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Cистема нелінійних алгебраїчних рівнянь для знаходження невідомих параметрів 
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k yyxxDCBA  )4,1( =l  формується аналогічно до системи (2.7) на основі рівнянь (2.10), 

(2.11) із добавкою умов склеювання (2.12) та використанням формул сумарних зображень (2.14) і умов 
(2.13). При її розв’язанні (аналогічно до системи (2.7)) умовою закінчення процесу може бути нерівність: 

ε<γ−γ∑
=

+4

1

)(
)(

)(
)1(

l

l
k

l
k

. 

Розглянемо тепер випадок, коли область ωG  (рис.2.2) є заданою, тобто величини QQ ′′′ϕϕϕϕ ∗
∗ ,,,~,,   – ві-

домі )0,~( QQ ′′<′<ϕ<ϕ<ϕ<ϕ ∗
∗

 , та можливе її покриття рівномірною сіткою, а zG  – вільною, а саме: 
( ) }= :{= 2 ρyx,fzBC , ),(),,(),,( NNMMKK yxNyxMyxK  – плаваючі точки на вільній кривій BKMNC , де ),(2 yxf  

задана гладка функція, NMK xxx ,,,ρ  – невідомі параметри. Тоді обернена крайова задача на конформне відо-
браження даної області ωG  на відповідну zG  знову зводиться до розв’язування в ωG  рівнянь Лапласа 

0=  ,0 yx ∆=∆  при нелінійних крайових умовах ,0)),(),,((1 =ψϕψϕ ∗∗ yxf  ,)),(),,((2 ρ=′ϕ′ϕ QyQxf  

,)),(),,((2 ρ=ψϕψϕ  yxf  ,)),(),,((2 ρ=′′ϕ′′ϕ QyQxf  ,0)),(),,((3 =ψϕψϕ ∗∗ yxf  ,0))0,(),0,((4 =ϕϕ yxf  умовах Коші-

Рімана на границі ω∂G  області ωG  та умов склеювання на лінії розділу течії ∗KK  (рис.2.1). 
Різницевий аналог цієї крайової задачі у рівномірній сітковій області 
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де ,),(),,(),,( ,, ω′∈ψϕψϕ=′ψϕ=′ Gyyxx jijijijiji  

 .),(),,(),,( ,, ω′′∈ψϕψϕ=′′ψϕ=′′ Gyyxx jijijijiji  
Розв’язок рівнянь Лапласа (2.15) знаходимо згідно формул (2.6): 
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π−γ−γ+=η . Тут ,12 −η+η=µ kkk  12 −η−η=ν kkk . 

Невідомі kkkk DCBA ,,, , jj yx ,0,0  , ′′ , jmjm yx ,1,1  , ++ ′′ , jmjm yx ,, 00
 , ′′′′ , jmjm yx ,1,1  , ++ ′′′′  визначаються в результаті 

розв’язання системи нелінійних алгебраїчних рівнянь (2.16), (2.17), (2.18), де 0,0,  , ii yx ′′ , 1,1,  , ii yx ′′ , 
00 ,,  , nini yx ′′ , 

00 ,,  , nini yx ′′′′ , 1,1, 00
 , ++ ′′′′ nini yx , 1,1,  , ++ ′′′′ nini yx , jmjm yx ,,  , ′′ , jmjm yx ,,  , ′′′′  представлені за формулами (2.19), (2.20). Розв’язок 

цієї системи знаходимо ітераційно таким чином: задаємо нульові наближення невідомих величин 

01,, nmK xx =ρ , 1,, 000
, +== nmNnmM xxxx , розв’язуємо систему, наприклад, за методом Ньютона [23,2] та перевіря-

ємо виконання умов: 
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В залежності від отриманих нев’язок вибираємо наступні наближення невідомих параметрів і т.д. 
Умовою закінчення процесу може бути нерівність: 
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kk xxxxxx . 

 
 

2.2. Чисельне розв’язання обернених нелінійних крайових задач на конформні та 
квазіконформні відображення 

1. Крайові задачі в ізотропних середовищах. Розглянемо модельну нелінійну задачу на знаходжен-
ня квазігармонiчної функцiї ( )yx,ϕ=ϕ  (потенцiалу) в однозв’язнiй чотирикутній криволiнiйній областi (по-
ристому пласті) ABCDGz = , обмеженiй чотирма гладкими кривими }0=)( :+={= 1 yx,fiyxzAB , 

}0=)( :{= 2 yx,fzBC , }0=)( :{= 3 yx,fzCD , }0=)( :{= 4 yx,fzDA , ортогональними між собою в точках їх перетину: 

 
Рис. 2.3. Фізична область zG  та відповідна їй область квазікомплексного потенцiалу ωG . 
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де +∞<ϕ<ϕ<∞− ∗
∗ , n  – зовнiшня нормаль до вiдповiдної кривої, ( )ψϕκ ,,, yx  – обмежена неперервно дифе-

ренційована функція, що характеризує провідність середовища та схильність його до деформацій, ( )yx,ψ=ψ  
– відповідна функцiя течiї. Замiнивши останнi дві із граничних умов (2.21) на відповідні умови для функцiї 

( )yx,ψ , квазікомплексно спряженої до функції ( )yx,ϕ  (див., напр., [21,22,30–33]), приходимо до більш зага-
льної задачі на квазіконформне (конформне при ( ) const,,, =ψϕκ yx ) вiдображення ( ) ( ) ( )yxiyxz ,, ψ+ϕ=ω=ω  
даної областi zG  на відповідну область квазікомплексного (комплексного, якщо ( ) const,,, =ψϕκ yx ) по-

тенцiалу }0,:{ QG <ψ<ϕ<ϕ<ϕω= ∗
∗ω  (див. рис. 2.3): 
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де стала Q  – повна витрата (невiдомий параметр). Відповідна їй обернена крайова задача на квазіконформне 
відображення ( ) ( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,, iyxzz  області ωG  на zG  при невідомому Q  запишеться у вигляді: 
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Зауважимо, що тут, на відміну від часткового випадку, коли ( ) ( )ψϕκ=ψϕκ ,,,, yx , відповідні рівняння 
другого порядку для знаходження функцій ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  є взаємно залежними, а саме: 
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1.1. Якщо ( ) ( )ψϕκ=ψϕκ ,,,, yx , то, замість вище одержаних рівностей, матимемо: 
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 (2.25) 

Різницевий аналог рівнянь (2.25), крайових умов (2.24), приграничних умов ортогональності та умов 
“квазіконформної подібності в малому” відповідних чотирикутників [21,22,30-32], у відповідній рівномірній 

сітковій області : ),{( jiG ψϕ=γ
ω ;1+,0= , miii ⋅ϕ∆+ϕ=ϕ ∗ ;1+,0= , njjj ⋅ψ∆=ψ  },,=, , 11 N∈γ=ψ∆=ϕ∆ ψ∆
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запишемо у вигляді [6]: 
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 (2.26) 
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де .),(  ),,(  ),,( ,,, jijijijijiji yyxx ψϕκ=κψϕ=ψϕ=  
Тоді алгоритм розв'язання відповідної (2.23), (2.24) різницевої задачі у цьому випадку побудуємо на-

ступним чином. Початкові наближення граничних вузлів ,,,,, )0(
1,
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)0(
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,0 +++ nijmjmjj xyxyx  )0(

0,
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)0(

1, ,, iini yxy +  за-

даємо так, щоб виконувалися умови (2.27): ,0),( )0(
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0,4 =ii yxf  .1+,0=,1+,0= njmi  Початкові наближення внутрішніх вузлів )0(

,
)0(

, , jiji yx  вибираємо, напри-
клад, як середні арифметичні чотирьох координат відповідних граничних вузлів: 
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наближення )0(γ  невідомої величини γ  використаємо формулу (2.29): ),( )0(
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Далі ітераційно знаходимо послідовні наближення значень: 
внутрішніх вузлів (згідно з формулами (2.26)) – 
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величини γ  за формулою (2.29) – ( ) ( ) ( )( )k
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k
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k yx ,,
1 ,γ=γ +  (при цьому наближення витрати Q  знаходимо за форму-

лою γ+⋅ϕ∆= )1(nQ ); 
граничних вузлів за формулами (2.27), (2.28) – 
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де ,1,0=k  – крок ітерації, і перевіряємо виконання умов: 

∗
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k
ji

k
ji DD . (2.30) 
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=  – відношення довжин діагоналей 

відповідного криволінійного чотирикутника. Умовами закінчення процесу, окрім (2.30), є: 
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У випадку невиконання умов закінчення процесу (2.30)-(2.31) знову переходимо до уточнення внут-
рішніх вузлів і т.д. [23]. Якщо не виконується лише перша із умов (2.30), то узгоджуємо співвідношення між 
точністю ∗ε  та заданою кількістю кроків розбиття m, n (в першу чергу, шляхом збільшення останніх). 

1.2. Особливістю такого підходу побудови алгоритму при ( ) ( )yxyx ,,,, κ=ψϕκ  є те, що лінійна вихідна 
задача переходить у суттєво нелінійну обернену до неї задачу (у попередньому випадку ми мали перехід 
суттєвої нелінійності вихідної задачі до локалізованої нелінійності оберненої задачі). Дійсно, тут замість 
формул (2.25) матимемо: 
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І все ж, процес побудови наближень розв'язку даної задачі збігатиметься і в цьому випадку, якщо вне-
сти наступні видозміни до побудованого алгоритму: 1) послідовні наближення коефіцієнта провідності 

( )yx,κ  на даному кроці у (i,j)-вузлах сітки γ
ωG  знаходимо тепер після наближень відповідних значень 
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ji yx ,,, ,κ=κ ; 2) послідовні наближення внутрішніх вузлів отримуються на основі різни-

цевого аналогу формул (2.32): 
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2. Крайові задачі в анізотропних середовищах. Як відомо [25, 41], стаціонарний процес фільтрації в 
неоднорідному анізотропному середовищі описується за допомогою рівняння руху (закон Дарсі) та рівняння 
нерозривності: 

ϕκ=χ−= gradgradhv


, 0div =v
 . (2.33) 

Тут ( )yxhh ,=  – напір, 2,1,,
1 )( =

−
∗ κ=χχ=κ jiji , 2,1,, )( =χ=χ jiji  – тензор фільтрації ( ∗χ  – його характерний роз-

мір), )),(),,(( yxvyxvv yx=


 – швидкість фільтрації, а h∗χ−=ϕ  – її потенціал. Дані рівняння забезпечують існу-

вання функції течії ( )yx,ψ=ψ : 
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∂
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Як і раніше, вихідну задачу (у диференціальній формі), аналогічно до (2.21)–(2.22), зводимо до розв'я-
зання в області zG  системи диференціальних рівнянь (2.34) при граничних умовах (2.22) 

∗ϕ=ϕ AB , ∗ϕ=ϕ CD , QBCDA =ψ=ψ ,0 , (2.35) 
з допомогою відповідного квазіконформного відображення ( ) ( ) ( )yxiyxz ,, ψ+ϕ=ω=ω  області zG  на область 

ωG . З метою забезпечення гладкості даного відображення у кутових точках DCBA ,,,  на функції 

( ) 4,1,0= =iyx,fi , накладаємо наступні умови: 
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Ці умови означають, що у даних точках М  дотичні до відповідних ліній течії повинні на стільки від-
хилятись від нормалей до відповідних еквіпотенціальних ліній, на скільки анізотропія відхиляє вектор шви-
дкості від даних нормалей. Є й інший варіант позбутися особливості у кутових точках: кути вважати прями-
ми, а в даних точках покласти 22112112 ,0 κ=κ=κ=κ . 

Аналоги умов ортогональності (2.28) в околах граничних ділянок при цьому приймуть вигляд: 
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Зауважимо при цьому, що косинус кута відхилення вектора швидкості v


 від градієнта напору ϕgrad  
в довільній внутрішній точці iyxz +=  обчислюється за формулою 
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=Θ . 

2.1. У випадку, коли ),( ψϕκ=κ ijij  (нелінійна пряма задача), обернена задача до (2.34)-(2.35) 

( ) ( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,, iyxzz  на квазіконформне відображення області ωG  на zG  при невідомому Q  запишеться 
у вигляді: 
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≤ψ≤=ψϕψϕ=ψϕψϕ

∗
∗

∗∗
∗∗

,,0))0,(),0,((,0)),(),,((
,0,0)),(),,((,0)),(),,((

42

31
yxfQyQxf

Qyxfyxf  (2.37) 

де dlvQ
AB

n∫= , dl  – елемент довжини дуги. При цьому відповідні рівняння другого порядку для знаходження 

функцій ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  мають вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )









=∂ψ
∂ψϕ+∂ϕ

∂ψϕ+
∂ψ
∂ψϕ+∂ϕ∂ψ

∂ψϕ+
∂ϕ
∂

=∂ψ
∂ψϕ+∂ϕ

∂ψϕ+
∂ψ
∂ψϕ+∂ϕ∂ψ

∂ψϕ+
∂ϕ
∂

,0,,,,

,0,,,,

2

22

2

2

2

22

2

2

yFyEyByAy

xDxCxBxAx

 

де  122122112112 , κκ−κκ=κ−κ= BA ,  

 ψ
ϕψ κ−κ

κ−κκ
= 21

11

112111C , 
22

221222
12 κ

κ+κκ
−κ= ϕψ

ψE , 

 
.

,

22

2221122122
21121221212211

11

1112122111
21121221121122

κ
κκ+κκκ

+κκ−κκ−κ−κκ=

κ
κκ−κκκ

+κκ−κκ−κ+κκ=

ϕψ
ψψϕψ

ϕψ
ψψϕψ

F

D
 

Відповідні різницеві аналоги в області γ
ωG  запишемо, наприклад, у вигляді [6]: 
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( ) ( ) (
) ( ) ( )( )

( ) ( ) (
) ( ) ( )( )

,,1=,,1=

,02

412

,02

412

,1,1,1,1,,1,11,11,1

1,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

,1,1,1,1,,1,11,11,1

1,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

njmi

yyEyyFyyy

yAyyByByy

xxCxxDxxx

xAxxBxBxx

jijijijijijijijiji

jijijijijijijijiji

jijijijijijijijiji

jijijijijijijijiji















=−+−γϕ∆+−−+

+γ++γ+γ+−+

=−+−γϕ∆+−−+

+γ++γ+γ+−+

−+−++−−+−−

+++−−+

−+−++−−+−−

+++−−+

 (2.38) 

( ) ( )
( ) ( )




==
==

++

++

,1+,0=,0,,0,
,1+,0=,0,,0,

0,0,41,1,2

,1,13,0,01
miyxfyxf
njyxfyxf

iinini

jmjmjj  (2.39) 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

,01
22

,0,1
2

,0,1,0,0
2

1,0,0
2

1

,0,1,0,01,0,1,0,01

jjjjjjjyjjx

jjjjyjjjjx

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

Θ−−+−′+′=

=−′+−′−
 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,

cos1,,

2
,,1

2
,,1,1,1

2
3,1,1

2
3

,13
2

,1,,1,13,1,,1,13

jmjmjmjmjmjmyjmjmx

jmjmjmjmjmyjmjmjmjmx

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

−+−′+′×

×Θ−=−′+−′−

++++++

+++++++
 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,

cos1,,

2
1,,

2
1,,1,1,

2
21,1,

2
2

1,2
2

1,,1,1,21,,1,1,2

++++++

+++++++

−+−′+′×

×Θ−=−′−−′

ninininininiyninix

nininininiyninininix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf
 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,

cos1,,

2
0,1,

2
0,1,0,0,

2
40,0,

2
4

0,4
2

0,1,0,0,40,1,0,0,4

iiiiiiyiix

iiiiiyiiiix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

−+−′+′×

×Θ−=−′−−′

 (2.40) 

,1+,0=,1+,0= njmi  

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

,21

11
1

,

0,

2
1,1,1

2
1,1,1

2
,,1

2
,,1∑

=

++++++++
+

−+−+−+−
×

×++=γ

nm

ji

jijijijijijijiji
aa

yyxxyyxx
nm

 (2.41)

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,2

,1
2

,11,122,11,121
2

,11,112,11,111

2
,1,22,1,21

2
,1,12,1,11

jijijijijijijiji

jijijijijijijiji

xxyyxxyya

xxyyxxyya

++++++++++++

++++

−κ−−κ+−κ−−κ=

−κ−−κ+−κ−−κ= де ( )jiji AA ψϕ= ,, , ( )jiji BB ψϕ= ,, , 

( )jiji CC ψϕ= ,, , ( )jiji DD ψϕ= ,, , ( )jiji EE ψϕ= ,, , ( )jiji FF ψϕ= ,, . 
Відповідний алгоритм наближення розв'язку цієї задачі будується аналогічно до п.1.1. При цьому від-

значимо, що замість раніше утворених прямокутників в малому в області zG  тепер фігуруватимуть відпові-
дні паралелограми. 

2.2. Якщо ),( yxijij κ=κ , то, як і в п.1.2, обернена задача є суттєво нелінійною, а саме рівняння другого 
порядку для знаходження функцій ),( ψϕ= xx  та ),( ψϕ= yy  в дивергентній формі матимуть вигляд: 









=






∂ψ
∂

κ
κ−∂ϕ

∂
κ∂ϕ

∂+






∂ϕ
∂

κ
κ+∂ψ

∂
κ

κκ−κκ
∂ψ
∂

=






∂ψ
∂

κ
κ+∂ϕ

∂
κ∂ϕ

∂+






∂ϕ
∂

κ
κ−∂ψ

∂
κ

κκ−κκ
∂ψ
∂

,01

,01

22
21

2222
12

22
12212211

11
12

1111
21

11
12212211

yyyy

xxxx

 

Формули (2.38)-(2.41), відповідно при цьому, запишуться так: 

;,1=,,1=

,0)()()
(4)()1(2

,0)()()
(4)()1(2

,1,1,1,1,,1,11,11,1

1,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

,1,1,1,1,,1,11,11,1

1,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

njmi
yyEyyFyyy

yAyyByByy

xxCxxDxxx
xAxxBxBxx

jijijijijijijijiji

jijijijijijijijiji

jijijijijijijijiji

jijijijijijijijiji














=−+−γ+−−+

+γ++γ+γ+−+

=−+−γ+−−+

+γ++γ+γ+−+

−+−++−−+−−

+++−−+

−+−++−−+−−

+++−−+

 







==
==

++

++

;1+,0=,0),(,0),(
,1+,0=,0),(,0),(

0,0,41,1,2

,1,13,0,01
miyxfyxf
njyxfyxf

iinini

jmjmjj  
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,)()(),(),(

cos1))(,())(,(

2
,0,1

2
,0,1,0,0

2
1,0,0

2
1

,01
2
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yyxxyxfyxf
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2
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+++++++
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ninininininiyninix

nininininiyninininix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf
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cos1))(,())(,(
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0,1,
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0,1,0,0,
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40,0,

2
4

0,4
2

0,1,0,0,40,1,0,0,4

iiiiiiyiix

iiiiiyiiiix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

−+−′+′×

×Θ−=−′−−′
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,)21)(1)(1(
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0,
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2
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2
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jijijijijijijiji
aanm

yyxxyyxx

 

))()((4
)),()((3,432

,))()(())()((1

,11,122,11,121

,11,112,11,111
22

2
,1,22,1,21

2
,1,12,1,11

jijijiji

jijijiji

jijijijijijijiji

xxyya
xxyyaaaa

xxyyxxyya

++++++

++++++

++++

−κ−−κ=
−κ−−κ=+=

−κ−−κ+−κ−−κ=

 

де 2112, κ−κ=jiA , 12212211, κκ−κκ=jiB , 

( ) ( )

( ) ( )( ),4
1

4

,1,111,1,111
11

1,1,21
11

1121
1,1,21

11

1121
,

jijiyjijix
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),(),,(),,(),,( ,,2222,,2121,,1212,,1111 jijijijijijijiji yxyxyxyx κ=κκ=κκ=κκ=κ . 
3. Чисельна реалізація методу. Зауважимо, що на даний час є деякі інші варіанти чисельної реаліза-

ції ідеї конформного та квазіконформного обернення конкретних типів крайових задач (див., напр., [34-40]). 
Так у роботах [34,35] у випадку 1=κ  кроки розбиття ϕ∆  та ψ∆  задавалися однаковими, а у процесі розв'яз-
ку задачі уточнювались параметри m та n. 

Описані вище алгоритми чисельного розв'язання обернених нелінійних крайових задач на конформні 
та квазіконформні відображення реалізовані у вигляді пакетів програм для персональних комп'ютерів. 

На рис. 2.4-2.7 подані результати таких розрахунків у випадку ( ) 1,,, =ψϕκ yx , 810,1,0 −∗
∗ =ε=ϕ=ϕ . У 

відповідних таблицях, окрім заданих параметрів розбиття  m×n  та шуканої витрати Q  фігурують необхідна 
кількість кроків ітерації kD, kM, kQ для виконання відповідних умов типу (2.30)-(2.31) та величина ∗ε , що 
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характеризує похибку конформності. Зазначимо при цьому, що величина ∗ε  різко погіршується при наявно-
сті особливих точок на границі області, де порушується конформність (див.: рис.2.5 – точки A, B, C, D; 
рис.2.6 – точка C; рис.2.7 – точки A і B).  

Зауважимо, що аналогічні результати можна отримати, як розв'язуючи безпосередньо систему Коші-
Рімана (відповідно рівняння Лапласа), так і розв'язуючи частковий випадок – задачу п.1, коли ( ) 1, =ψϕκ  або 

( ) 1, =κ yx , а також – задачу п.2 при 12211 =κ=κ , 02112 =κ=κ . Тоді відповідне вiдображення є конформним 
(функції ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  задовольнятимуть систему Коші-Рімана, а кожна з них – рівняння Лапласа). 

На рис.2.8,2.9 та рис.2.10,2.11 (відповідно до рис.2.4,2.6) зображені результати розрахунків при 

( ) ϕψ=ψϕκ e,,, yx  та при ( ) 10e,,,
xy

yx =ψϕκ , ( ) xyyx e,,, =ψϕκ  відповідно. 
 
 
 
№ 1 2 3 

m×n 10×10 17×17 24×24 
kM 238 551 1006 
kQ 79 179 296 
kD 177 368 577 
Q 1.354236 1.356746 1.357470 

∗ε  4.4E-05 1.6E-05 7.8E-06 

 

Рис.2.4. ( ) 163
22 22

1 −++= yxf , 136
22

2 −+= yxf , ( ) 163
22 22

3 −+−= yxf , 136
22

4 −+= yxf . 

 
 
 

№ 1 2 3 

m×n 10 × 10 17 × 17 24 × 24 
kM 419 892 1768 
kQ 346 626 1192 
kD 339 606 334 
Q 0.721580 0.742006 0.749643 

∗ε  1.2E-01 8.2E-02 5.8E-02 

 
Рис.2.5. ( ) 52 3

1 −−−= xyf , xyf −−= 52 , ( ) 38 3
3 −−−= xyf , xyf +−= 54 . 

 
 

№ 1 2 3 

m×n 10×10 17×17 24×24 
kM 341 796 1499 
kQ 118 238 435 
kD 194 568 1051 
Q 1.164625 1.164265 1.164164 

∗ε  9.7E-03 1.3E-02 1.3E-02 

 
 
 
 

Рис.2.6. xf =1 , 12
2 −−= xyf , 

13 −= xf , yf =4 . 
 
 

№ 1 2 3 
m×n 7×14 12×24 16×32 
kM 17194 20132 16911 
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kQ 182 6120 1012 
kD 15142 11711 530 
Q 1.752219 1.755933 1.755212 
∗ε  2.8E-02 6.4E-03 3.6E-03 

 
Рис.2.7. 1 1, 1 1f y x= − − ≤ ≤ , 13,12 −<≤−−= xyf ,  

( ) 0,91 22
3 >−−+= yyxf , 31,14 ≤<−= xyf . 

 
№ 1 2 3 

m×n 10 × 10 17 × 17 24 × 24 
kM 281 771 906 
kQ 267 652 696 
kD 267 658 757 
Q 2.453394 2.466361 2.470002 

∗ε  .1E-03 1.0E-03 4.8E-04 

 
 

Рис.2.8. ( ) ϕψ=ψϕκ e,,, yx . 
 
 
 

№ 1 2 3 

m×n 10×10 17×17 24×24 
kM 247 633 1180 
kQ 235 592 1081 
kD 169 443 840 
Q 1.775070 1.800786 1.810148 

∗ε  1.8E-02 6.8E-03 2.9E-03 

 
 
 
Рис.2.9. ( ) ϕψ=ψϕκ e,,, yx . 
 
 

№ 1 2 3 

m×n 10×10 17×17 24×24 
kM 282 653 1241 
kQ 88 238 447 
kD 238 572 1033 
Q 2.029356 2.032525 2.033442 

∗ε  1.5E-04 4.9E-04 5.0E-04 

 

Рис.2.10. ( ) 10e,,,
xy

yx =ψϕκ . 
 
№ 1 2 3 

m×n 10×10 17×17 24×24 
kM 316 839 1570 
kQ 269 618 1055 
kD 276 642 1195 
Q 1.493329 1.501277 1.503683 

∗ε  4.0E-02 2.3E-02 1.6E-02 
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Рис.2.11. ( ) xyyx e,,, =ψϕκ . 
 
 

 
 

3. Чисельно-асимптотичні методи розв’язання задач типу “фільтрація–
конвекція–дифузія” 

3.1. Чисельно-асимптотичне наближення розв’язків сингулярно збурених нелінійних задач 
типу “фільтрація-дифузія” за умов взаємовпливу градієнтів квазіпотенціалу та коефіцієнта 

провідності середовища  

Вступ. У роботах [42-45] побудовані асимптотичні наближення розв’язків сингулярно збурених мі-
шаних задач для рівнянь параболічного типу – математичних моделей процесів конвективної дифузії при 
фільтрації в пористому середовищі у випадку переважання їх конвективних складових над дифузійними, а в 
[46-48] – алгоритми чисельного обернення розв’язків відповідних нелінійних крайових задач на конформні 
та квазіконформні відображення в областях, обмежених лініями течії та еквіквазіпотенціальними лініями. 
Запропонований підхід дозволяє знаходити паралельно характеристичну функцію течії, квазікомплексний 
потенціал та його градієнт, повну витрату і поле швидкостей та будувати динамічну сітку. 

На даний час актуальними і мало вивченими є задачі моделювання впливу градієнтів (зокрема, вели-
ких, що перевищують критичні їх значення) на вихідні характеристики середовища (в першу чергу на коефі-
цієнт провідності). Перевищення діючими градієнтами деякого їх критичного значення крI  [49,50] у прид-
ренній (чи присвердловинній) зоні зумовлюють втрату фільтраційної міцності ґрунту за рахунок перемі-
щення дрібних його частинок (суфозії), що викликають зміни коефіцієнта фільтрації. У роботах [49,50] про-
ведено математичне моделювання нелінійних процесів осесиметричної фільтрації з урахуванням суфозійних 
явищ і розроблено методику розв’язання відповідних нелінійних задач з післядією руху води до дрени (све-
рдловини) та із зволожувача в ґрунт. Також отримані аналітичні вирази для знаходження фільтраційної ви-
трати, напорів і їх градієнтів, встановлено співвідношення між характеристиками недеформованого середо-
вища та середовища, що деформується в залежності від гідродинамічної дії фільтраційного потоку та конс-
труктивних параметрів дренажу; розв’язана задача фільтрації у випадку формування збурених зон змінним 
коефіцієнтом фільтрації із врахуванням нерівномірного заповнення пор ґрунту суфозійними частинками у 
випадку осесиметричної фільтрації. 

Розробці алгоритму чисельного розв’язання нелінійних обернених крайових задач на квазіконформні 
відображення в неоднорідних анізотропних середовищах із одночасним врахуванням взаємовпливу коефіці-
єнта провідності середовища та діючих градієнтів потенціалу в довільних криволінійних чотирикутних об-
ластях присвячена дана робота. Загальна схема його побудови запозичена у [46,47], де аналогічні задачі 
розв’язувались без врахування взаємовпливу коефіцієнта провідності та діючих градієнтів потенціалу. Аси-
мптотичні розвинення розв’язків відповідних “дифузійних” задач в даній роботі отримуються аналогічно 
[42-44] у припущенні, що “фільтраційно-суфозійний фон” стабілізований. 

1. Загальна постановка задачі. Як відомо [42-45,41], процес конвективної дифузії при фільтрації в 
пористому середовищі може бути описаний системою диференціальних рівнянь: 

ϕκ= gradv
 , 0=vdiv

 ;   ( ) t
ctvcc ∂

∂σ=⋅∇−∆⋅ε


, 

де ( ) ( )( )yxvyxvv yx ,,,


 – вектор, а ( )yx,ϕ=ϕ  – квазіпотенціал швидкості фільтрації в точці iyxz += , ( )tyxcc ,,=  – 

концентрація розчинних у фільтраційному потоці речовин у точці ( )yx,  в момент часу t, ε – коефіцієнт кон-
вективної дифузії (малий параметр), ( )tσ  – пористість, а ( )( )yxI ,κ=κ  – величина, що характеризує фільтра-

ційну провідність середовища, ( ) ϕ=ϕ+ϕ= gradyxI yx
22,  [49,50].  

Розглянемо такий процес в чотирикутній криволінійній області (пласт, що піддається деформації) 
ABCDGz =  ( iyxz += ), обмеженій двома гладкими еквіпотенціальними лініями AB={z: f1(x,y)=0}, CD={z: 

f3(x,y)=0}, ( ∗
∗ ϕ=ϕϕ=ϕ CDAB , , +∞<ϕ<ϕ<∞− ∗

∗ ) та двома гладкими лініями течії BC={z: f2(x,y)=0}, AD={z: 

f4(x,y)=0}, ( 0,0 =∂
ϕ∂=∂

ϕ∂
ADBC nn , де n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої). Крайові і початкову умови 

для “конвективно-дифузійної складової” даного процесу задамо так: 

( ) ( ) ( ),,,0,,,0,, 0
00

0 yxccn
ctMccn

ctMcc t
BC

AD
CD

AB ==∂
∂==∂

∂= =∗∗  

де М – біжуча точка відповідної кривої; ( )tMc ,∗ , ( )tMc ,0
∗  ( )yxc ,0

0  – задані достатньо гладкі функції, що задо-
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вольняють умови узгодженості.   
Аналогічно до [46,47], ввівши функцію течії ),( yxψ=ψ  (квазікомплексно спряжену до ( )yx,ϕ=ϕ ) та 

замінивши останні дві із граничних умов на відповідні умови для функції ( )yx,ψ , приходимо до більш зага-
льної задачі на квазіконформне (конформне, у випадку 1=κ ) відображення ( ) ( ) ( )yxiyxz ,, ψ+ϕ=ω=ω  даної 

області zG  на відповідну область квазікомплексного потенціалу }0,:{ QG <ψ<ϕ<ϕ<ϕω= ∗
∗ω  з невідомим па-

раметром – повною витратою ∫ +−=
MN

xy dyvdxvQ  (M∈AD, N∈BC): ( ) yx ∂
∂ψ=∂

∂ϕϕκ grad , ( ) xy ∂
∂ψ−=∂

∂ϕϕκ grad , 

∗ϕ=ϕ AB , ∗ϕ=ϕCD , 0=ψ DA , QBC =ψ .  
Відповідну обернену їй задачу на квазіконформне відображення ( ) ( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,i, yxzz  області ωG  

на zG  при невідомому значенні Q , аналогічно до [46,47], запишемо у вигляді: 




∂ψ
∂−=∂ϕ

∂
κ∂ϕ

∂=∂ψ
∂κ ;1, xyxy  (3.1) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )




ϕ≤ϕ≤ϕ=ϕϕ=ϕϕ
≤ψ≤=ψϕψϕ=ψϕψϕ

∗
∗

∗∗
∗∗

;,00,,0,,0,,,
,0,0,,,,0,,,

42

31
yxfQyQxf

Qyxfyxf  (3.2) 

.01,01




=






∂ψ
∂κ+







∂ϕ
∂

κ=






∂ψ
∂κ+







∂ϕ
∂

κ ψϕψϕ

yyxx  (3.3) 

Задачу конвективної дифузії у припущенні, що задача фільтрації (3.1-3.3) є розв’язаною, в області 
комплексного потенціалу ωG , аналогічно до [42-45], запишемо у вигляді: 

( ) ,),(

),(),(),(),(,0 212

2

2

2

t
ctc

ccccLcLc

∂
∂σ−ϕ∂

∂ψϕδ−

−







ψ∂

∂ψϕδ+ϕ∂
∂ψϕδ+

ψ∂
∂ψϕγ+

ϕ∂
∂ψϕαε≡=

 (3.4) 

( ) ( )tctc ,,, ψ=ψϕ ∗∗ , ( ) ( )tctc ,,0, 0 ϕ=ϕ ∗ , ( ) 0,, =ψϕ′ ∗ϕ tc , ( ) 0,, =ϕ′ψ tQc ;  (3.5) 

( ) ( )ψϕ=ψϕ ,0,, 0
0cc , ( ) ( )∞×=∈ψϕ ω ,0,, GGt  (3.6) 

де 2

2

κ
=δ=α v ; 2v=γ , ψ∂

∂+ψ∂
∂
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


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∂
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а в кутових точках ( )0,0,∗ϕ , ( )0,0,∗ϕ , ( )0,,Q∗ϕ , ( )0,,Q∗ϕ , а також вздовж ребер паралелепіпеда G  функції 

( )tc ,ψ∗ , ( )tc ,0 ϕ∗ , ( )tc ,0 ϕ∗  разом з відповідними похідними є узгодженими. 
2. Метод чисельного розв’язання задач фільтрації типу (3.1)-(3.3) на квазіконформне відображення 

рівномірної сіткової області квазікомплексного потенціалу : ,{( jiG ψϕ=γ
ω  ∗ϕ=ϕi ;1+,0= , mii⋅ϕ∆+  ,jj ⋅ψ∆=ψ  

;1+,0= nj ,1 ,1 +=ψ∆+
ϕ−ϕ=ϕ∆ ∗

∗

n
Q

m ,= ψ∆
ϕ∆γ }N∈nm,  на сіткову область фільтрації (відповідну динамічну сітку ) 

описано в роботах [46,47,56].  
Тестування розробленого алгоритму виконано для області zG , обмеженої кривими ( ) xyxf =,1 , 

( ) 5cos725,2
xyyxf +−= , ( ) π−= 10,3 xyxf , ( ) 5cos33,4

xyyxf −−= , при ,10,0 =ϕ=ϕ ∗
∗  24==nm  та заданій точності 

наближення 6
0 10−=ε  [56]. Такий вибір граничних кривих забезпечує наявність великих (більших за критич-

ні) значень градієнтів потенціалу на ділянках входу та виходу фільтраційної течії в даній області. У припу-
щенні, що середовище не деформується, а саме, коли 10 =κ=κ , за =k 1387 кроків ітераційного процесу 
знайдено повну витрату Q =5.53839 та динамічну сітку з максимальною нев’язкою  ∗ε =1.8E-03  (найбільшо-
го  
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Рис. 3.1. Стабілізація параметрів збіжності при 1=κ . 
 
“відхилення” криволінійних елементарних чотирикутників в ZG  від відповідних прямокутників в ωG , що 
має місце в деяких околах граничних вузлів) [56]. На основі ряду чисельних експериментів виявлені опти-
мальні співвідношення між параметрами m та n розбиття області ωG , коли при збільшенні останніх нев’язка 
максимально зменшується. 

На рис. 3.1 проілюстровано процес стабілізації витрати (Q), відношення діагоналей (D) та максималь-
ної похибки наближень граничних вузлів динамічної сітки (mX) в залежності від кроку ітерації, що підтвер-
джує збіжність наближеного розв’язку задачі. 

Моделювання зон мінімального насичення, відриву (вимивання), затримки суфозійних частинок та 
незбуреної ділянки середовища ZG  (відповідно ωG ) в залежності від значень градієнта напору ( )ψϕ,I  про-
ведемо, аналогічно до [49,50]:  
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211
1
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II
  якщо 0≥′ϕI , 

де нI  – значення градієнту потенціалу, при якому має місце мінімальне насичення суфозійних частинок в 
ґрунті на вході фільтраційного потоку (в область ZG ), вI , зI – критичні його значення, при якому мають мі-
сце відповідно відрив та максимальне осідання (максимальна затримка) суфозійних частинок у порах ґрун-
ту, а коефіцієнт µ , що характеризує ступінь їх впливу на провідність середовища, знаходиться в результаті 

розв’язання рівняння ∗κ=)µ(κ ,нI , ∗κ  – максимальне значення коефіцієнта фільтрації, яке відповідає повно-
му вимиванню суфозійних частинок (з останніх  співвідношень  можемо  також  визначити і  мінімальне 
значення коефіцієнта фільтрації *κ=κ , що досягається на деякій ділянці зони осідання частинок, де має міс-
це максимально можливе заповнення пор суфозійними частинками); 1I , 2I  – критичні значення градієнту 
потенціалу ( 01 >′ϕI , 02 >′ϕI ), при яких має місце вимив суфозійних частинок з  ґрунту, коефіцієнт 0µ  знахо-

диться в результаті розв’язання рівняння 0
02, κ=)µ(κ I , де 0κ  – максимальне значення коефіцієнта фільтра-

ції, яке відповідає повному вимиванню суфозійних частинок на виході фільтраційного потоку. 
На рис. 3.2 зображені розрахункові динамічна сітка та зони збурення згідно описаної вище моделі при 
1=µ=µ 0 , 005.1=κ∗ , 04.1=κ0 , 3.0=зI , 35.0=вI , 4.0=нI , 37.01=I , 41.02 =I . Врахування відповідних факто-

рів збурення приводить до збільшення значення шуканої витрати Q від 5.53839 (без врахування суфозії) до 
5.581554 (з врахуванням зміни провідності ділянок середовища за рахунок суфозійних деформацій). 
На  рис. 3.3 пунктирними,  точковими та  суцільними  лініями  зображені графіки залежностей ),( yxII k=  та 

),( yxkκ=κ  (на лінії течії 791.22),( ==ψ Qyx ) відповідно при початкових ( 0=k  та 1=k ) ітераціях та на стадії 
стабілізації ітераційного процесу ( 7II ≈∞ , 7κ=κ∞ ), а на рис. 3.4 зображені відповідні скалярні поля швидко-
сті фільтраційної течії. 
 
 

 

 
 

Рис. 3.2. Збурені та незбурена зони у фізичній області та області комплексного потенціалу. 
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Рис. 3.3. Розподіл градієнта напору  Рис. 3.4. Скалярні поля швидкості  
та коефіцієнта фільтрації вздовж  на стадіях: початку (k=0) та  
лінії ( ) 2, Qyx =ψ  у фізичній  стабілізації (k=7) ітераційного  
області Gz. процесу. 
 

 
3. Асимптотичний розв’язок сингулярно збуреної задачі (3.4)-(3.6) згідно з [42,43,55] шукаємо у 

вигляді  
RПППScc +++++= *0ˆ . (3.7) 

Тут ),,,(ˆ Θψϕ tc  – згладжений вздовж характеристики )),,((),( 1
1

2 ψϕ≡ψϕ= − ffft  

∫∫ −
ϕ

ϕ
σ
∂=ψϕδ

ϕ∂=ψϕ
∗

t
f

t
ttff

0

1
221 ,

)~(

~
)(,),~(

~
),((  – функція обернена до )2f  розв’язок виродженого рівняння (3.4) за по-

чаткової умови (3.6) та “вхідної” граничної умови (3.5), тобто ),,,(ˆ Θψϕ tc  – розв’язок відповідної задачі кон-
вективного масопереносу з врахуванням “розмазування” його фронту за рахунок дифузійних процесів. А 
саме, 

)),(,(),(),),(((),(ˆ 2
10

01 ψϕ−ψψΘ+ψ−ψϕψΘ= ∗
− ftcgtffcgc  (3.8) 

де )(,)),(()),(1(5.0)()),(1(5.0)( 2/3
21 Θε−ψϕ=ΘΘ−=ΘΘ+=Θ ФtfФgФg  – інтеграл помилок, 1−f  – функція обе-

рнена до функції f . 
“Дифузійну” поправку ),,,( εψϕ= tSS  в усій області ωG  знаходимо аналогічно, як у роботі [42,55], ви-

магаючи, щоб дана функція задовольняла рівняння )ˆ( cLLS −=  і граничні умови  

0,0
0
00,0 ˆ >Θ=>Θ= −= tt ccS , 0,00,0 ˆ <Θ=ϕ∗<Θ=ϕ −= ccS   

з точністю  )(εO . 

Функція типу пограншару ),,( tП ψξ  в околі ∗ϕ=ϕ  призначена для врахування дифузійних процесів 
вздовж границі виходу фільтраційного потоку CD  і визначається за формулою 

ξψϕδ− ∗
ψ=ψξ ),(),(),,( etatП , (3.9)  

де ε=ξ






ϕ∂
∂+ϕ∂

∂ε=ψ
∗

∗

ϕ−ϕ

ϕ=ϕ
,ˆ),( Scta . 

Функції типу пограншару  
),,(),,( 0

1
0
0

0 tПtПП ηϕε+ηϕ=  і ),,,(),,(),,( *
1

*
0

* tПtПtП µϕε+µϕ=µϕ  

де  ),(, 2/12/1 ψ−ε=µψε=η −− Q  призначені для врахування перерозподілу концентрації розчинної речовини в 
околі граничних ліній течії 0=ψ , і Q=ψ  за рахунок впливу відповідних джерел забруднень, інших умов. 
Вони визначаються в результаті розв’язку рівнянь виду  
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),,,()()()( 2

2
tgt

ПtПП ηϕ+∂
∂σ−ϕ∂

∂ϕδ−
η∂

∂ϕα  (3.10) 

які за допомогою заміни )()( 21 tffs −ϕ=  зводяться до рівняння з сталими коефіцієнтами вигляду 

),,()( 02

2
tsgt

ППsa +∂
∂=

η∂
∂  де s  – параметр. 

4.Зауваження, висновки. 
1. Використовуючи принцип максимуму для параболічних рівнянь, встановлюємо оцінку для залиш-

кового члена ряду (3.7) )(ε=OR  [42,55]. 

Алгоритм для наближеного обчислення значень функції ( )( )tff −ψϕ− ,1  у вузлах ( )kji t,,ψϕ  області G , 

де ( ) ( )jijikk ftt ψϕ== ,,  тут будується аналогічно до [43] (на основі розробленої нами процедури обернення ін-
тегралів із змінною верхньою межею).  

Враховуючи умову 0=∂
∂

CDn
c  формулу для обчислення маси “виносу” забруднень через ділянку “ви-

ходу” фільтраційного потоку із даної області zG  згідно із [43] обчислюємо за формулою 

( ) ( )∫ ψψϕ= ∗
Q

dtctq
0

,, . 

2. На основі проведених досліджень бачимо, що введення нелінійності даної задачі шляхом врахуван-
ня зворотного впливу градієнта квазіпотенціалу на коефіцієнт фільтрації приводить до суттєвого ускладнен-
ня алгоритму розрахунку фільтраційного фону, а процедура розрахунку концентрації забруднень у даній об-
ласті при цьому стає лише більш громіздкою. 

Проведені в рамках даної моделі чисельні розрахунки підтверджують факт збільшення величини фі-
льтраційної витрати за рахунок зворотного впливу великих градієнтів квазіпотенціалу на провідність сере-
довища (формування зон вимивання, осідання частинок та мінімального насичення ними пор ґрунту). При 
цьому, особливо відзначимо ефективність використання ідеї почергового “замороження” характеристик се-
редовища та течії для опису розвитку даного процесу в часі [49,50] та його стабілізації. 

 

3.2. Покрокова асимптотика розв’язання одного класу сингулярно збурених нелінійних задач 
з вільними поверхнями 

Визначення глибини місцевого розмиву, що необхідно при проектуванні різного роду гідротехнічних 
споруд, в багатьох випадках виявляється недостатнім без з’ясування форми воронки розмиву і зони активно-
го відкладання наносів [57,61,62]. Розглядаючи відрив та вертикальний підйом частинок грунту як їх дифу-
зію в рідину з деяким «фіктивним» коефіцієнтом, аналогічно до [58,59], в області G={(x,z,t): –∞<x<+∞, 
0<z<l(x,t), t>0}, обмеженій горизонтальною лінією z=0 (поверхнею рідини) та деякою кривою L: z=l(x,t) − 
межею розділу частинок грунту і рідини (l(x,t) – невідома функція, l>0), отримуємо таку модельну задачу: 
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)0,( xlxl = , (3.14) 

де c – концентрація частинок, u, w – компоненти вектора ),,( tzxV


 осередненої швидкості потоку, w0 – швид-
кість осідання частинок в стоячій воді, n – одиничний вектор нормалі до границі області, орієнтований в її 
середину. Тут εD – коефіцієнт, пов’язаний із інтенсивністю проникнення частинок грунту в рідину, ε – ма-
лий параметр (розглядаємо випадок переважання конвективної складової процесу над дифузійною). Рівнян-
ня (3.13) описує умову балансу маси наносів на вільній ділянці границі L. 

Розподіл швидкостей в потоці з врахуванням впливу зміни вільної ділянки границі z=l(x,t) в часі по-
дамо у вигляді: 
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де u0 – швидкість рідини на її поверхні, l0 – деяке осереднене значення глибини потоку, α – досить мале чис-
ло. 

Введемо нові змінні s, r, які пов’язанні із змінними x, z співвідношеннями: ),(, 0 txlzlrxs == . При 
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цьому рівняння (3.11), (3.12) та рівності (3.15) перепишемо так: 
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Провівши дискретизацію часу t з настільки малим кроком ∆t, щоб на кожному із проміжків [tk, tk+1] 
можна було б знехтувати зміною вільної ділянки границі, у випадку сильної узгодженості початкової та гра-
ничних умов [42,60], розв'язок задачі (3.16)-(3.17) шукатимемо наближено при tk<t<tk+1 в області з фіксова-
ною границею Lk (r=l0) у вигляді асимптотичного ряду:  

RPPccc +ε++ε+= 1010  , (3.19) 
де R=O(ε2) – залишковий член; Pi(s,η,t) – примежові функції; ε−=η )( 0 rl  –розтягнута змінна в околі r=l0, 
z=l(x,tk); ci(s,r,t) – члени регулярної частини асимптотики (тут обмежуємось нульовим і першим членами 
асимптотики лише з метою зменшення обсягу викладок, інші ж члени, при додаткових вимогах узгодженос-
ті початкової та граничних умов, можна знайти аналогічно) [42,45,60]. 

На кожному часовому етапі розв’язок поставленої задачі шукаємо в області Gк={(s,r,t): –∞<s<+∞, 
0<r<l0, tk<t<tk+1}. При цьому члени регулярної частини асимптотики (3.19) запишемо у вигляді [42,45,58,59]:   
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Тут 1−f , 1−g  – функції, які отримуємо як розв’язки системи нелінійних рівнянь ),(1 rsf=θ , ),(2 rsg=θ  щодо 
змінних s, r. 

Розкладаючи функції D і u в околі r=l0 в скінченні стрічки Тейлора та вводячи розтягнуту змінну η, в 
результаті розв’язання відповідних задач, отриманих стандартною процедурою “прирівнювання” [42,60], 
знаходимо вирази для примежових функцій Pi(s,η,t) на кожному часовому етапі: 
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Використовуючи отриманий розв’язок c(s,r,t) та рівність (3.13), визначаємо нове положення границі 
Lk за формулою: 
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Враховуючи (3.24)-(3.25) отримаємо: 
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У випадку досить дрібних частинок грунту, коли їх швидкість осідання має такий самий порядок ма-
лості, що й коефіцієнт дифузії, вихідну модельну задачу розглянемо у вигляді 
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Її розв’язок, аналогічно до попереднього, шукатимемо у вигляді асимптотичного ряду (3.19), провів-
ши дискретизацію часу та вводячи змінні s, r лише для того, щоб знайти примежові функції Pi . При цьому 
отримаємо: 
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де 1−f , 1−g  – функції, які отримуємо як розв’язки системи нелінійних рівнянь ),(1 zxf=θ , ),(2 zxg=θ  щодо 
змінних x, z. 

Аналогічно до (3.26), (3.27) відповідно матимемо: 
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Зауважимо, що для визначення коефіцієнта D та функції ),( zxc  пропонують різні залежності відпові-
дно до типу задач, що розглядаються та прийнятих припущень щодо впливу водного потоку на частинки 
грунту. Проте в багатьох випадках доцільно вибирати коефіцієнт дифузії, згідно з гіпотезою Маккавеєва 
(про коефіцієнт турбулентного обміну), пропорційним осередненій швидкості потоку (D=χVβ ), а концент-
рацію наносів у початковий момент часу – відповідно до дифузійної теорії змулення дрібних частинок у ви-
гляді: ( ) )])(

~
([exp, zxlczxc −γ−= ∗  [58,62-64]. 

На рис.3.5-3.7 зображено положення поверхні дна у різні моменти часу для випадків: обтікання зато-
пленого пагорбка ( 0( ) ( )l x l x= −λ τ+µ ), втікання до малої ( 0( ) ( )l x l x= +λ τ+µ    ), та великої 

0( ( ) ( ( ) ( )))l x l arctg x= ρ+ ψ π ϕ  впадин. Для моделювання розмивів при виході потоку рідини із ділянок, де 
дно не розмивається, пропонуємо таку граничну умову на кривій L: 
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Процес формування воронки розмиву для такого випадку зображено на рис.3.8. 
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3.3. Розв’язання одного класу нелінійних задач конвективної дифузії та моделювання 
розмивів поблизу півзагат 

Підвищення якості проектування та будівництва різного роду гідротехнічних споруд, вибір їх опти-
мальних конструкцій вимагає не тільки експериментального вивчення та дослідження процесів деформації 
дна, що виникають поблизу цих споруд при обтіканні їх водним потоком, а й, створення нових ефективних 
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математичних моделей, які б дозволили розраховувати глибину воронки розмиву, її форму та зону активно-
го відкладення частинок з врахуванням транспорту наносів. Розглянемо методику математичного прогнозу-
вання та дослідження процесу деформації дна на основі моделі змулення (дифузії) дрібних частинок грунту 
водним потоком, в області із змінною в часі ділянкою її границі (поверхнею дна). 

Розглянемо процес деформації дна, що виникає при обтіканні поперечної до берегової лінії незатоп-
леної шпори (півзагати) водним потоком, розподіл компонентів швидкості якого на поверхні рідини близь-
кий до ідеального. Використовуючи залежність показникового виду для вертикального розподілу [65], пред-
ставимо ці компоненти, з врахуванням впливу зміни положення поверхні дна (z=l(x,y,t)), у вигляді: 
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де u0, v0 – компоненти вектора швидкості рідини на її поверхні; w0 – швидкість осідання частинок в стоячій 
воді; α – деяке досить мале число. Компоненти u0, v0 можуть бути знайдені шляхом конформного відобра-
женя смуги з поперечним розрізом (півзагатою) Gζ={ζ=x+iy: –∞<x<+∞, 0<y<H}\{(0,y): 0<y≤B} (тут B – дов-
жина півзагати, H – ширина потоку) на смугу (область комплексного потенціалу) Gξ={ξ=ϕ+iψ: -∞<ϕ<+∞, 

0<ψ<H} при відповідності ∞→∞, iВ→0, 0→ 

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, яке запишеться у вигляді: 
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2cos2 ππζπ +π=ξ . (3.41) 

Відрив та вертикальний підйом частинок грунту під впливом водного потоку розглядатимемо як їх 
дифузію у рідину з деяким фіктивним «коефіцієнтом» в області із змінною в часі ділянкою границі (поверхнею 
дна), де коефіцієнт дифузії залежить не тільки від шуканої функції, але й від змінної у часі вільної ділянки 
границі області. Вважатимемо, що перенесення частинок в потоці здійснюється переважно за рахунок конве-
кції. Тоді, переходячи від змінних x, y до ϕ, ψ – відповідно потенціалу та функції течії даного фіктивного іде-
ального горизонтального потоку, в області G*={(ϕ,ψ,z,t): –∞<ϕ<+∞, 0<ψ<H, 0<z<l(x(ϕ,ψ),y(ϕ,ψ),t), t>0}, обме-
женій зверху горизонтальною площиною z=0 – поверхнею рідини, береговими стінками із півзагатою – 
{(ϕ,0,z,t): –∞<ϕ<+∞, 0<z<l(ϕ,0,t)}, {(ϕ,H,z,t):                   –∞<ϕ<+∞, 0<z<l(ϕ,H,t)} та вільною поверхнею 
L={(ϕ,ψ,t): z=l(ϕ,ψ,t)}, аналогічно до [64,58], приходимо до наступної модельної задачі:  
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),,()0,,,( zczc ψϕ=ψϕ ,  0)0,,( ll =ψϕ , (3.45) 

де c(ϕ,ψ,z,t) – концентрація частинок в точці (ϕ,ψ,z) в момент часу t; ( ) ( )( ( ))tzwtzvtzuV ,,,,,,,,,,, ψϕψϕψϕ


– вектор 
швидкості потоку (V – модуль вектора швидкості); εD – “фіктивний” коефіцієнт дифузії, пов’язаний з інтен-
сивністю проникнення частинок грунту в рідину; ε – малий параметр; n – вектор нормалі до границі області, 
орієнтований в її середину. Рівняння (3.44) описує умову балансу маси наносів на вільній ділянці границі L. 
Функцію D для такого випадку представимо у вигляді: βχ= VD , де χ, β – деякі числа (параметри). 

Введемо нові змінні s, h, r, які пов’язанні із ϕ, ψ, z співвідношеннями: ),,(,, 0 tlzlrhs ψϕ=ψ=ϕ= , та 
перепишемо рівняння (3.42), (3.43), (3.45.1) у вигляді: 
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),,()0,,,( rhscrhsc = ; (3.48) 
Провівши дискретизацію часу t з настільки малим кроком ∆t, щоб на кожному із проміжків [tk, tk+1] 

можна було б знехтувати зміною вільної ділянки границі, у випадку сильної узгодженості початкової та гра-
ничних умов [60,42,45], розв'язок задачі (3.46)-(3.48) шукаємо наближено при tk<t<tk+1 в області 
G*k={(s,h,r,t): –∞<s<+∞, –∞<h<+∞, 0<r<l0, tk<t<tk+1} з фіксованою границею Lk (r=l0) у вигляді асимптотич-
ного ряду: 
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де ),,,(1 trhscck =+  для tk<t<tk+1, R=O(εN) – залишковий член, Pi,k+1(s,h,η,t) – примежові функції в околі r=l0, 

z=l(x,y,tk) (η – розтягнута змінна, 
ε
−

=η
rl0 ), Пk+1 – примежові функції в околі r=0, ci,k+1(s,h,r,t) – члени регуля-

рної частини асимптотики. З метою зменшення обсягу викладок розглянемо лише нульовий та перший чле-
ни асимптотики, інші ж члени, при додаткових вимогах узгодженості початкової та граничних умов, знахо-
дяться аналогічно [60,42,45]. Крім того, враховуючи, що функції Пk+1 в даному випадку близькі до нуля, бу-
демо відносити їх до залишкового члена R. Використовуючи стандартну процедуру “прирівнювання”, ана-
логічно до [42,60], отримаємо такі вирази для членів регулярної частини та примежових функцій асимптоти-
ки (3.49) на кожному часовому етапі: 
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Тут 1−f , kg ,1−  – функції, які отримуються як розв’язок системи нелінійних рівнянь ),,(1 rhsf=θ , ),,(2 rhsg=θ  
щодо змінних s, r. 

Використовуючи одержаний розв’язок ck+1(s,h,r,t) та рівність (3.44), визначимо положення границі 
Lk+1 за формулою:  
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 (3.56) 

Зауважимо, що вихідна задача допускає і чисельне наближення розв’язку. На рис.3.9 схематично зо-
бражено конфігурація поверхні дна поблизу поперечної півзагати в деякий момент часу t=t0 (u∞=1м/с, H=5м, 
B=1м, грунт – однорідний, з діаметром частинок 2мм). На рис. 3.10, 3.11, 3.12 відповідно представлені зале-
жності максимальної глибини воронки розмиву lmax від швидкості набігаючого потоку u∞, діаметра частинок 
грунту d та відносної ширини перекритя русла (B/H). 

У випадку, коли розглядається обтікання водним потоком півзагати  розміщеної під кутом до берего-
вої лінії, компоненти швидкості можуть бути знайдені, аналогічно до попереднього, шляхом конформного 
відображення півплощини з косим розрізом (півзагатою) ζG  (рис.3.13) на півплощину ξG  (рис.3.14) (об-

ласть комплексного потенціалу) при відповідності ∞→∞, bBei →Θπ , 0→±1, яке має вигляд: 

Рис.3.9. Розрахункова конфігура-
ція поверхні дна поблизу нормально розташованої незатопленої півзагати 

 
 

( ) ( )ΘΘ− −ξ+ξ=ζ 11 1M ,  ( ) ( ) Θ−−Θ −+= bbBM 11 1 ,  
Θ

Θ−= 2
21b . (3.57) 

Компоненти швидкості, при цьому, визначатимуться за формулою: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 1100
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=− uivu . (3.58) 

На рис.3.15 схематично зображено конфігурація поверхні дна поблизу півзагати для такого випадку в 
деякий момент часу t=t0 при u0(∞,y,z,t)=1м/с, B=1м, Θ=0.3, d=2мм. 
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 Рис.3.10. Залежність lmax від u∞  Рис.3.11. Залежність lmax від d  
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 при d=2мм, B/H=0,2. при u∞=1м/с, B/H=0,2. 
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Рис.3.13. Вихідна область Gζ. 
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 Рис.3.12. Залежність lmax від B/H  Рис.3.14. Область комплексного  
 при u∞=1м/с, d=2мм. потенцiалу Gξ. 

 

 
Рис. 3.15. Розрахункова конфігурація поверхні дна поблизу косорозміщеної півзагати 
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4. Тематика курсових, кваліфікаційних та дипломних робіт 
 

1. Крайові задачі на конформні і квазіконформні відображення областей обмежених лініями течії та еквіпо-
тенціальними лініями з керуваннямю  

2. Крайові задачі типу “фільтрація–конвекція” з керуванням. 
3. Крайові задачі на конформні і квазіконформні відображення з післядією. 
4. Нелінійні сингулярно збурені модельні задачі типу “фільтрація–конвекція– дифузія”. 
5. Системний підхід при моделюванні процесів фільтрації у многозв’язних областях (середовищах). 
6. Нелінійні крайові задачі з вільними поверхнями. 
7. Крайові задачі з вільними поверхнями та керуванням. 
8. Просторові аналоги крайових задач на конформні відображення. 
9. Сингулярно збурені задачі типу “фільтрація–конвекція–дифузія” із запізненням. 
10. Сингулярно збурені задачі типу “фільтрація–конвекція–гетеродифузія”. 
11. Сингулярно збурені задачі типу “фільтрація–конвекція–дифузія” із “пастками”. 
12. Математичні моделі типу “комп’ютерні рецепти та діагнози”. 
13. Математичні моделі впливу на “хворі” об’єкти. 
14. Просторові сингулярно збурені нелінійні задачі типу “фільтрація–конвекція–дифузія”. 
15. Просторові сингулярно збурені задачі типу “фільтрація–конвекція–дифузія” з вільними поверхнями. 
16. Математичне моделювання і дослідження процесів деформації русла біля циліндричних мостових опор з 

врахуванням зони відриву потоку. 
17. Математичне моделювання і дослідження процесів деформації русла біля незатоплених півзагат з враху-

ванням зони відриву потоку. 
18. Математичне моделювання процесів деформації багатофракційного дна русла. 
19. Математичне моделювання і дослідження процесів деформації дрібнопіщаного дна на ділянках повороту 

русла. 
20. Математичне моделювання і дослідження процесів деформації дрібнопіщаного дна на ділянках розши-

рення русла. 
21. Чисельно-асимптотичні методи розв’язання модельних задач динаміки рідини. 



 358 

Зміст 
ВСТУП 

ЧАСТИНА 1. ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ КУРСУ РІВНЯНЬ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ 
1. Постановка задач для рівнянь з частинними похідними 

1.1. Диференціальні рівняння з частинними похідними 1-го порядку 
1.1.1. Основні поняття та визначення рівнянь з частинними похідними  
1.1.2. Лінійне однорідне рівняння з частинними похідними першого порядку 
1.1.3. Квазілінійне неоднорідне рівняння з частинними похідними першого  поряд-
ку 
1.1.4. Приклади модельних задач для диференціальних рівнянь з частинними похі-
дними першого порядку 

1.2. Постановка типових задач математичної фізики 
1.2.1. Лінійна задача про поширення тепла  
1.2.2. Рівняння дифузії  
1.2.3. Задачі поширення тепла в просторі  
1.2.4. Рівняння малих поперечних коливань струни  
1.2.5. Поперечні коливання мембрани  
1.2.6. Задачі гідродинаміки та поширення звукових хвиль 
1.2.7. Стаціонарні задачі для теплових полів  

1.3. Класифікація рівнянь з частинними похідними 2-го порядку 
1.3.1. Класифікація диференціальних рівнянь з частинними похідними 2-го порядку 
від двох незалежних змінних  
1.3.2. Зведення до канонічного вигляду диференціальних рівнянь з частин–ними 
похідних 2-го порядку у випадку двох незалежних змінних  
1.3.3. Рівняння Лапласа в циліндричних та сферичних координатах  

2. Рівняння гіперболічного типу 
2.1. Метод характеристик (метод поширення хвиль) 

2.1.1. Формула Д’Аламбера  
2.1.2. Фізична інтерпретація розв’язку задачі Коші  
2.1.3. Вимушені коливання нескінченної струни  
2.1.4. Задача Коші для хвильового рівняння в просторі  
2.1.5. Задача Коші для вільних коливань мембрани. Формула Пуассона  
2.1.6. Фізична інтерпретація формул Кірхгофа і Пуассона  

2.2. Загальна постановка задачі Коші 
2.2.1. Задача на характеристиках 
2.2.2. Задача Гурса  
2.2.3. Метод Рімана  
2.3. Метод відокремлення змінних  
2.3.1. Рівняння вільних коливань струни  
2.3.2. Неоднорідне рівняння  
2.3.3. Повздовжні коливання струни  
2.3.4. Перша крайова задача з неоднорідними крайовими умовами  
2.3.5. Загальна схема методу відокремлення змінних  
2.3.6. Вільні коливання прямокутної мембрани.  

3. Рівняння параболічного типу 
3.1. Принцип максимуму для розв’язків рівняння теплопровідності 
3.2. Метод відокремлення змінних 

3.2.1. Однорідне рівняння теплопровідності 
3.2.2. Неоднорідне рівняння теплопровідності  
3.2.3. Перша крайова задача з неодноріними умовами 

3.3. Процеси поширення тепла в необмежених областях. Постановка задачі Коші та існування її 
розв’язку 

4. Рівняння еліптичного типу 
4.1. Гармонічні функції та їх властивості 
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4.1.1. Фундаментальні розв’язки рівняння Лапласа 
4.1.2. Гармонічні функції та аналітичні функції комплексної змінної  

4.2. Загальні властивості гармонічних функцій 
4.2.1. Формули Гріна 
4.2.2. Основні властивості гармонічних функцій  
4.2.3. Єдиність і стійкість першої крайової задачі 
4.2.4. Розв’язання першої крайової задачі для круга методом відокремлення змін-
них 

4.3. Теорія потенціалів 
4.3.1. Об’ємний потенціал 
4.3.2. Логарифмічний потенціал 
4.3.3. Невласні інтеграли 
4.3.4. Перші та другі похідні об’ємного потенціалу 
4.3.5. Поверхневі потенціали 

Рекомендована література 

ЧАСТИНА 2. ПРИКЛАДИ ТА ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
1. Постановка крайових задач математичної фізики 

1.1. Рівняння теплопровідності 
1.2. Хвильове рівняння 
1.3. Рівняння стаціонарної теплопровідності та електростатики 
1.4. Завдання для самостійної роботи 

2. Класифікація рівнянь з частинними похідними другого порядку 
2.1. Тип і канонічний вигляд рівняння 
2.2. Завдання для самостійної роботи 

3. Рівняння гіперболічного типу 
3.1. Задача Коші для рівняння коливань струни та крайові задачі для напівобмеженої струни. Метод 
характеристик 
3.2. Завдання для самостійної роботи 
3.3. Метод Фур’є (метод відокремлення змінних) 

3.3.1. Крайові задачі для однорідного рівняння коливання струни 
3.3.2. Крайові задачі для неоднорідного рівняння коливань струни  
3.3.3. Крайові задачі для рівняння коливань мембрани  

3.4. Завдання для самостійної роботи 
4. Рівняння параболічного типу 

4.1. Крайові задачі для рівняння теплопровідності стержня 
4.2. Крайові задачі для рівняння теплопровідності у просторових областях  
4.3. Завдання для самостійної роботи 

5. Рівняння еліптичного типу 
5.1. Найпростіші задачі для рівнянь Лапласа і Пуассона 
5.2. Метод Фур’є розв’язання крайових задач для рівнянь      еліптичного типу  
5.3. Крайові задачі в циліндричних і сферичних областях 
5.4. Метод функції Гріна розв’язання крайових задач для рівнянь еліптичного типу  
5.5. Метод інтегральних рівнянь розв’язання крайових задач для рівнянь еліптичного типу 
5.6. Завдання для самостійної роботи 

6. Завдання та методичні вказівки до виконання лабораторних   робіт  
6.1. Метод відокремлення змінних для задач вільних коливань закріпленої струни  
6.2. Метод відокремлення змінних для задач теплопровідності 
6.3. Крайові задачі для рівняння Лапласа 
6.4. Задача Коші для рівняння теплопровідності в необмеженій    області 

7. Завдання для самостійних та контрольних робіт 
Рекомендована література 

ЧАСТИНА 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ ТА ЧИСЕЛЬНО-АНАЛІТИЧНИХ МЕТОДІВ 
МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ І ДОСЛІДЖЕННЯ ФІЗИЧНИХ ПОЛІВ В 
ЗАДАЧАХ МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА 

1. Розпаралелювання розв’язку крайових задач для дівергентних рівнянь у шаруватих середовищах 
1.1. Розв’язок крайової задачі для рівняння дівергентного типу у нескінченній багатошаровій смузі 
1.2. Метод декомпозиції та розпаралелювання розв’язку одного класу задач теорії фільтрації 
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1.3. Розв’язування однієї крайової задачі для диференціального рівняння в частинних похідних 
дівергентного типу з розривними коефіцієнтами та періодичністю в крайових умовах 

2. Чисельні методи теорії функцій комплексної змінної розв’язання крайових задач типу 
“фільтрація” 

2.1. Застосування методу сумарних зображень до розв’язання нелінійних обернених крайових задач на 
конформні відображення 
2.2. Чисельне розв’язання обернених нелінійних крайових задач на конформні та квазіконформні 
відображення 

3. Чисельно-асимптотичні методи розв’язання задач типу “фільтрація–конвекція–дифузія”  
3.1. Чисельно-асимптотичне наближення розв’язків сингулярно збурених нелінійних задач типу 
“фільтрація-дифузія” за умов взаємовпливу градієнтів квазіпотенціалу та коефіцієнта провідності 
середовища 
3.2. Покрокова асимптотика розв’язання одного класу сингулярно збурених нелінійних задач з вільними 
поверхнями 
3.3. Розв’язання одного класу нелінійних задач конвективної дифузії та моделювання розмивів поблизу 
півзагат 

Використана література 
4. Тематика курсових, кваліфікаційних та дипломних робіт 
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